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原著前言 


小波分析是在应用数学的基础上发展起来的一门新兴学科，近十年来得到了 
飞速的 发展。 众多的科学家 ( Morlet , Arens , Fourgeau ， Giard 等)在小波分析这一 
领域取得了令人瞩 S 的成就。他们之所以取得成功有很多方面的原因，一方面，小 
波分析作为近二三十年从工程、物理及纯数学发展起来的综合学科，吸引着越来越 
多的来自不同行业的科技工 作者; 另一方面，小波分析是一种精确而简单的数学工 


具，在许多行业有着广泛的应用。信号小波分析、小波分析快速算法和积分变换已 
经取得了令人兴奋的成绩，其他更广泛的应用正在被研究。凭借其广泛的应用，小 
波分析引起了越来越多科学家的兴趣。 

本书共有10章,包括了 1990年6月，我以主讲人的身份，在美国洛维尔 
(Lowell) 大学举行的 CMBS 会议上所做的10次报告。按照 CMBS 大会的愤例，其 

他报告人- G. Battle,G. Beylkin, C. Chui, A. Cohen, R. Cbifman, K. Grochenig， 

J.Uandiat, S. Mallat, B. Torresani 和 A. Wfflsky 等，做了关于小波在他们工作中应 
用的报告。此外还组织了 3个工作室，用来展示小波分析在应用物理和求逆问题、 
群论、调和分析、信号分析方面的理论成果。与会者包括活跃在小波分析和数学领 
域的科研工作者，和那些对小波了解甚少但想进一步了解的科学家和工程师们。 
在所有与会者中，后者占了很大的比例。为了给我们以后的工作打下坚实的基础， 
我把向与会者提供小波分析人门指南作为自己的一项任务。在我做的报告中，三 
分之二是小波基本理论,剩余三分之一提供了较新的和没有发表的成果。同样的 
分类也反映在这本书中。因此，我相信本书对小波分析的学习非常有帮助,它不仅 
可以作为人门读本,也可以作为研究生的教材。 CMBS 大会的其他内容没有被收 
人，本书反映更多的是我自己所做的工作。为了更好的说明具体应用，在很多例子 
中我引用了参考文献 d 其他关于小波的书籍有： {Wavelets and Time Frequency 

Methods ) - Combes , Grossmaim 和 Tchamitchian 著,包含了 1987 年在法国举行 

的国际小波会议的论 文集; 《Ondelettes》 —— Y. Meyer 著，包含了对小波数学方面 

的描述，较少地涉及其他学科; 《Les Ondelettes en 1989》- P. G . Lemaxie 著，对在 

巴黎大学做的演讲的 整理; 《An Introduction to Wavelets) —— C. K. Chui 著，关于 
小波近似理论的介绍。1989年举行的国际小波会议的论文集也即将出版。此外， 
很多向 CMBS 会议投稿但没有来参加会议的作者，都被遨请写了关子自己所做小 



波工作的文章，由它们编成的 《Wavdets and their Applications》 可看成本书的姐妹 

篇。 《 Wavelets : A Tutorial in Theory and Applications) - C. K. Chui 著,是另一本 

关于小波方面的书籍我还了解到有几本有关小波的书籍和 M.Hdschneider 的 
专论正在编撰之中, 《IEEE Trans, Inform. Theory in March}l992.3,(Constructive 
Approximation Theory》 和 《IEEE Trans. Sign. Proc》1993 中都收录了小波方面的 
文章; j 近期出版的下列书中涉及到小波方面的章节，如： 《Moltirate Systems and 

Filter Banks) - P.P, Vaidyanathan 著; 《Quantum Physics, Relativity and Complex 

Spacetime; Towards a New Synthesis) - G. Kaiser 著。读者可以在这些书籍和文 

章中进一步了解到关于小波方面的知识。从以上成果我们可以看出小波的发展是 
多么的迅速 n 

本书基本上反映了我在会议上所做报告的内容和顺序，每一章就是一次报告 
的内容。第1章对小波变换进行了概括性的描述，后续章节则进行了较详细的讲 
解。第 2 章介绍了连续小波变换，第 3 章介绍了离散小波变换:框架，第 4 章介绍 
了时频密度和正交基。在这几章中，我们论证了加窗傅里叶变换和小波变换的许 
多结论，并且两者是并行的，方便读者进行比较区分。第 5 章介绍了正交小波基和 
多分辨分析，第6章介绍了紧支正交小波以及子带编码，第7章介绍了紧支撑小波 
正则性，第8章介绍了紧支撑小波的对称性，第9章介绍了正交基是一种好的基， 
而且适用于许多傅里叶变换不适用的泛函空间。这一章的数学论证较多，并和其 
他章节的小波应用没有太多的关联，对小波原理没有兴趣的读者可以略过。我将 
它写出来有几个原因:关于它们的证明对调和分析、 T(l) 定理和数值分析是十分 
重要的。此外，对 Calderon- Zygmund 分解定理用不同的尺度技巧给出了详细的 
证明。这种技巧在小波出现以前早就在调和分析中使用了。第10章介绍了不同 
伸缩因子的正交小波基的构造方法 :伸缩 因子为2的多维小波的张量积多分辨分 
析或不可分算法;伸缩因子为整数或小数，但不是 2 的正交小波基;采用分段方法 
的频率分析;在一个区间上的小波基。本书中每章都用了 一些上标数字对正文进 
行注释，这样读者既可以更好地理解每章内容，又保持了行文的连贯性。 

本书是一本数学书，证明了很多定理。要求读者有一定的数学基础，熟悉傅里 
叶变换和傅里叶系数的基本性质。我们引用了一些基本的原理和定理 D 在一些章 
节熟悉 Hilbert 函数空间是十分有必要的 6 必要的概念和定理在本书的预备知识 
中已经做了阐述。 

如果读者不熟悉那些预备知识也不必惊慌，本书中的大部分内容只要求有基 
础的傅里叶分析知识就足够了。此外，我将证明的步骤写得很详细,精通数学的读 
者可能认为写得过于繁琐。我希望书中的注释，不仅仅吸引数学工作者，而且对有 
机会读这本书的每一个人都有吸引力。所以我常常避开“定义——引理~ 命題 
—定理——推论”的顺序，凭直觉来组织文章，有可能使本书显得比较拖沓。我 




\1 


只想与读者分享各学科间交叉发展带给我们的快 乐^ 

我想刺用这个机会，对主办本次大会的人们一 CMBS 大会组委会、 Uwell 大 
学数学系、特别是 G . Kaiser 教授和 M . B . Ruskai 教授表迖我的感激之情。这次大 
会的成功举行和比往届有更多的与会者，是大会组委会高效率组织的结果。正如 
经验丰富的大会组织者 I . M . James 所说，“一次大会主要依靠几乎做了所有工作 
的人”;对于1990年的 CMBS 会议这个人是 MaiyBeth Ruskai 。 作为大会的组织 
骨干，她将会议放在第一位，以髙效的工作使我花了有限的时间宣讲了我大多数的 
论著成果。会议之前，我在 Michigan 大学数学系上研究生课程的时候就讲过本书 
中的内容，我的这次访问得到了美国国家自然科学基金和 Michigan 大学的大力支 
持,我在这里表示感谢。我还要感谢那些在课堂上配合我的同亊和同学们，他们给 
我反馈了很多信息，提供了很多有用的建议。本书的录人工作是 Martina Sharp 完 
成的,感谢她的耐心、勤奋和出色的工作成绩。没有她，我是不可能完成本书的。 
感谢 JeffLagarias 编著了本书的注释。感谢帮助我做了很多论证工作的人，尤其 
是 Pascal Auscher , Gerry Kaiser ， Mng-Jun Lai 和 Martin Vetterli Q 由于本人能力 
有限，本书可能还存在一些错误，请读者原谅 n 我还要感谢 Jim Driscoll 和 Sharon 
Murrel 帮助我整理作者索引。最后，我要感谢我的丈夫 Robert Calderbank ， 是他的 
理解和支持帮助我完成了本书！ 

Ingrid Daubechies 
Rutgers University 
and 

AT&T Bell Laboratories 



序言一 


由于小波分析的“自适应性质”和“数学显微镜性质 '使 其被广泛用于基础科 
学、应用科学尤其是信息科学、信号分析的方方面面， 比如: 图像处理与传输、信号 
处理、模式识别(人像识别、话音识别、天体识别等)、地震探测、音乐、雷达、 CT 成 
像、彩色复印、流体湍流、机器视觉、机械故障珍断与监控以及 HDTV 等等。由于 
小波分析在数字信号分析方面独特的诊断效果，来自不同学科、不同背景、不同兴 
趣爱好的科技工作者自觉投入到小波分析理论与应用研究中，涌现出一批髙水平 
的论文和著作，在国内外形成一次又一次研究高潮，至今方兴未艾。小波技术是科 
学家、工程师和数学家们共同创造的，反映了大科学时代学科之间综合、渗透的优 
势。 

世界学术名著 《小波 十讲》对小波分析的理论和应用研究产生了深刻的影晌。 
该书的二位译者李建平教授、杨万年教授多年从事小波分析理论与应用研究，并取 
得了突出的研究成果，是目前国际上小波分析研究领域十分活跃的专家，他们的译 
著有较髙的学术水平和学术质量，相信该书的出版会对小波分析与信号信息处理 
研究产生积极的推动作用。 

中国科学贫贫士 

中国人民解放军总参谋部第五十七研究所研究员 

if! 

2003年4月29日 



序言二 


世界从本质上说是非线性的，线性是非线性的特殊情况，非线性才是世界的本 
质 6 以非线性为特征的非线性科学是一门跨学科的综合性、边缘性、交叉性科学， 
旨在揭示非线性系统的共同性质、基本特征和运动规律。作为非线性科学的前沿 
髙技术之一的小波分析，它是傅里叶分析发展史上里程碑式的进展，是傅里叶分析 
理论发表180多年来最佳的继承、总结和发展，对分析工具起着承前启后、继往开 
来的重要作用，并取得了许多传统分析方法难以实现的显著应用效果。这种分析 
技术是一种高新技术，是高科技的重要内容,它已经把信息工业和信息技术推向了 
一个新时代，是当今国际学术研究和产业发展的热点内容之一。 

该书的译者李建平、杨万年二位教授长期从事小波分析及其应用研究，李建平 
教授是博士生导师，杨万年教授是硕士生导师。他们在小波分析研究方面取得了 
很好的研究成绩,发表学术论文150余篇，出版小波分析学术著作12部，其中李建 
平教授主编的列人“全国髙技术重点图书•信息获取与处理技术领域”的《小波分析 
与信号处理 ■ —理论、应用及软件实现》一书,获得国家科技进步奖(科技著作)二 
等奖。 

该书翻译出来后，经研究生多次试用，修订了许多错误。相信本书出版后会对 
我国的科技事业和教育事业产生良好的推动作用。 

中国工程院院士 
重庆大学教授 

| 雖 

2003 年 5 月 6 9 





译者的话 


小波分析是近年出现的一种新的数学分析方法。它被数学家和工程师们独立 
地发现,是多元调和分析50年来发展的一个突破性 进展， 反映了大科学时代学科 
之间相互渗透、交叉、融合的趋势，是纯粹数学与应用数学及工程技术殊途同归的 
光辉典范。从1994年开始，小波分析曾多次引发了学术研究髙潮,在小波分析国 
际学术会议上，参加者不仅有高等院校、科研机构的人员，而且还有公司企业代表、 
政府工作人员。“第三届小波分析及其应用国际学术大会”在重庆中国人民解放军 
后勤工程学院召开，吸引了 40多位国际知名专家和200多位国内专家参加，大会 
由 World Scientific Publishing Co . 出版论文集 5 本(李建平主编，每本论文集500 
页,每篇论文均被国际四大检索机构之 EI 和 ISTP 同时收录），这些足以显示小波 
分析的魅力和威力。事实上，小波分析对当前的理论科学、应用科学、尤其是信息 
科学产生了重要影响，对非线性科学、智能计算、网络与信息安全研究有很好的推 
动作用，被誉为学科发展的 Windows 平台,具有牵一而动全局的影响力，并形成国 
际研究热点，其发展方兴未艾。 

目前，国内外有一些小波分析方面的书，但这些书或偏重理论研究或偏重某一 
专題分析或偏重某一应用范围，像 Ingrid Daubechies 《小波十讲》这样完美的著作目 
前很少见。我们在研究生教学中使用此书已达数年，深感它的重要价值与意义，因 
此汇集师生之力共同翻译了该书的全文。译文中尽可能反映 Daubechies 犀利的文 
风、严谨的推理和广泛的应用，以期传达小波分析优美的神韵。《小波十讲》与国内 
外同类书相比有如下特点： 

1- 《小波十讲》是一本经典名著，其学术影响力 巨大； 

2. 《小波十讲》讲的是小波分析共性的关键问題,其中包含世界上第一个应用 
效果很好的 Daubechies 小波基，现已经形成 JPENG 2000 国际标准的重要内容，是 
国际上公认的经典 教材； 

3. 《小波十讲》是一本以推广普及小波分析为目的的学术 著作； 

4. 《小波十讲》原作者 Ingrid Daubechies 是小波分析主要创始人之一。 

后勤工程学院国际小波分析应用研究中心与重庆大学数理学院在小波分析研 

究方面进行了长期合作，并得到多项国家和重庆市科研基金资助^本书的翻译工 
作是在杨万年教授的组织下完成的。许多专家和研究生为本书的翻译作出了贡 




献，其中，重庆大学研究生院部分博士研究生参与了本书翻译的前期工作，重庆大 
学数理学院黄薇博士豳译了第9 章; 重庆交通学院杨永琴副教授和后勤工程学院 
国际小波分析应用研究中心许多同志(如赵刚、潘伟、王森华、谢骏等)为本书的翻 
译校对、后期修订、联系出版等付出了辛勤劳动;中国科学院院士、中国人民解放军 
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预备知识 


本章主要介绍本书中常用的一些符号与规定，以及在以后各章中将用到的一 
些定理及 Hilbert 空间和 Banach 空间的人门知识。 

下面，对一些记号给予说明。当 xGR 时，用 LzJ 表示不超过 x 的最大整数，即 
Lx」 = maxfn & Z ; n ^ | 

例如, L 3/2」= l , L -3/2」= -2, L _2」= -2,类似把 「 d 表示大于或等于 x 
的最小整数。 

如果或用 OU ) 表示除以 a 的常数倍后仍保持有界的貴， 
OU ) 则代表除以 a 的常数倍后趋于 0( 或无穷)的置。 

所有证明过程结束时都用■来标记，面注解和举例的结尾处则标以□的符 

号。 

在许多证明中，常以 C 来表示一般常貴,因此在整个过程中， C 可以取不同的 
值，例如 等。 

设 /€ L 2 ( R )，/ 的傅里叶变换为 


(^/)( f ) = /(?)- (0.0.1) 

它具有下列性质： 

II / II = 11/11 ^ 

\m\<(2n)-^ || /Ilf 

其中 

ll/ll L f = [}dx |/( x ) | p ] (0.0.2) 

傅里叶逆变换为 

fU) = = mru) 

它满足 


g(-r) = g (- x) (0.0.3) 

严格地说，式 (0.0.1) 和式 (0.0.3) 只有当 / 和少/ 为绝对 可积函数时才能成立，而 
对于其他函数，例如 L 2 函数则需要通过一个极限过程来定义。对于其他一切倩 
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形都应作这样的理解，即式 (0.0.1) 和式 (0.0.3) 都是通过极限过程定义的。 

傅里叶变换有下列性质 

因此有 

}dx|/ iJ Cx)| 2 <—}dflf[ 2 , l/(?)l 2 <«> 

其中广)士。 

如果函数/有紧支撑，即当: T < fl 或:!：>；>时，/(幻=0,其中 - OC < a < d < 
则/的傅里叶变换 /(« 对复变量$有定义，并且有 

(/(?) «(2^) I f(x) I 


<(2;,) 


I!/if 


「 e A (] mf > 


当 Imf > 0 
当㈣ < 0 


如果 / 还是无限次可微函数，则对/作相同的讨论，可以导出 k!M/U) I的界， 
因此对于支集为 [a,6] 的函数/将存在一个常数^使得它的傅里叶变换的 
解析延拓满足关系 


fpilmf 

1/(?)1<以 1+1 川-‘ 


当 Imf >0 
当 Im? < 0 


(0.0.4) 


反之，任何一个对所有的 NeN 都有（见式 0.0.4) 型界的整函数都将是某个有 
紧支集 [a，M 的 tr 函数的傅里叶变换的解析延拓。这就是 Paiey-Wiener 定 
理。 


有时也会遇到分布的概念,分布是从 S (R) (它是由下降速度大于任何负幂函 
数 (1 + k I广〜的匚 。0 函数组成的集合)到复数域 e 的线性映射7%并满足对所有 
的 m，《GN 都存在，当 / GS(R) 时，有 

1 T(f) l<C„ w su e l(l+l ^ \ y/^{ x )\ 

将分布的集合记为 S'(R) 。任何一个有多项式界的函数函数 F, 如果用 F(/) = 
}dxFU)/(x) 定义其线性映射，则 F 为一个分布。分布的另一个例子是 Dirac 


的沒-函数,以/) = /(0)。一个分布 T 称为支撑于 U, 6]，如果它对于任何一个 
支集与 U，6] 不相交的函数/都满足 T(/) = 0。 分布 了 的傅里叶变换灯或: T 
定义为打/):!^)，分布的 Paley-Wiener 定理可叙述:整函数是 S，(R) 上 
的某一个支集为 [a，6] 的分布了的傅里叶变换的解析延拓的充要条件是存在一 
个 NeM 及 CjvX ), 使得 



丨 r ( f )|< cw ( i+i e I ) 凡 


"gilmf 


Ime^O 

lm ?<0 


无讼是 R 或 R", 我们所用的惟一测度是 Lebesqure 测度。集合 S 的测度记为 
I S I，特别是 \[ a , b ]\= b ~ a ,( b > a ), 下面列出将用到的有关测度与积分的一些 


著名定理。 

Fatou 引理 

处处收敛)。则 


设 /„>0,/ n (: T)—/U) 几乎处处成立(即除去一个零测度集外 


|d^/( ^:) ^ lim sup| dxf „( x ) 


特别地,当上述 limsup 取为有限值时,函数/可积。（序列 lim sup 的定义为 


lim supa„ = lim [ sup f ; A ^ ] 


每一个序列，即使它没有极限(例如,《„ = ( - 1 )") 也有 lim su P ( 可以是《> ) ; —个收 
敛序列其极限与 lim sup 相同)。 ■ 

控制收 敛定理设/„(^)— /U) 几乎处处成立，又对所有的《有|/„(幻|< 

gU ),\ d ^ gU ) < -，则/可积。并且有 


|dx/(x) = ltm|dx/ n (j：) ■ 


Fubini 定理设|心[|办 I fU , y ) \}<^ ，那么 

JdrJdj/Cu 卜 |d^Ljdj/(x,^)J = jd^tjdj/Cx^)] 

即积分的次序可以交换。 ■ 

上述三个定理中的积分区域可以是 R (对 Fubini 定理是 R?) 中的任意可测子 
集。 

当用到 Hilbert 空间时，除特别说明外,常用符号 H 代表 Hilbert 空间，并遵从 
数学家的习惯使用对第一变量具有线形性质的标量积<«, W 
(AiMi + A 2 W2.^) = A^uu 〉 + X 2 (u2 ， v) 

它还满足性质 

(v,u) = (u,v) 

其中 S 代表 a 的复共轭，同时对任意的因而可将 M 的范数 
IUII 定义为 


II « II 2 = (u,u) (0.0.5) 

在 Hilbert 空间中，II W II =0蕴含《=0。并且在上面所定义的范数II || 意义下， 
一切 Cauchy 序列均在该空间有极限。（即若序列6光对任给的 S >0都有 




(依赖于 e ) 存在，当时 ， II - II < e 成立,则存在光使得^ 

|| K - || =0) 

Hilben 空间的一个典型例子是 L 2 ( R ) 空间 u 在 P ( R ) 中函数/与 g 的标量 
积定义为 

</.g) = Jd_r/U) g(j;) 

此式的积范围是从 - oo 到+ oo ;为了简单起见，我们在积分通过整个实直线时常不 
写出积分限。 

Hifcert 空间的另一个常见的例子是 P ( Z ), 它是由平方和的复数序列构成的 
集合。它的标量积定义为 

( c , d ) = 2 Cnl 

同样，当对所有整数求和时，我们也略去上下限。 l 2 ( r ) 与 / 2 ( z ) 均为无穷维 
Hilber 空间。更简单一些的 Hilbert 空间是有限维 Hilbert 空间。其中 C 是最为 
典型的例子，它的标量积为 

k — 

{ u , v ) = 2 U 
>=1 

其中 u = ( u l ,-", u i ), v ~( v l ,--- 

Hilbert 空间龙常有正交基，即在才中存在向量族，满足性质 

(e„ ， e m ) : d„， t „ 

而且对每一个元素 h 

II M II 2 = 2 I (u,ej \ 2 

(在应用中，我们仅考虑可分的 Hilbert 空间，即有可数正交基的 Hilbert 空间。） 
HUbert 空间的正交基的例子如 L 2 ( R ) 中的 Hilbert 函数; P ( Z ) 空间中由 （ e n \ = 
九.)，”，_/ € Z 所定义的序列 e „; 以及空间中的向量~，…，它们由= 

1 m^k 所规定。（其中心为 Kronecker 符号，当 / = _/ ， 5 y - = 1;当 i 7 ^j , 

~0 ) n 

Hilbert 空间中的典型不等式为 Cauchy - Schwarz 不等式 

丨 |< || D || || W || (0.0.6) 

对 M 和 w 进行适当的线性组合并运用式 (0,0,5) 即可证明上述结论 。 特别地，当 
/， g e l 2 ( R ) 时,它表现为下述不等式 

|jAr/U) (JdU ： I f{x) I 2 ) i/2 (|djr I g(x) I 2 ) ^ 

当^ = (<; 11 )# 1 ，^^( £ 4) 1 ^€/ 2 (2),式(0.0.6)即为 
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式 (0.0.6) 的另一个 i 论是 

|| w || - sup ^ | , ®) ! - sup _ ] I ( u ,») ] (0.0.7) 

Hilbert 空间 Jf 的算子^从 1 ^到其他 Hilbert 空间的线性映射。显然，如果 A 
是光中 的算子，那么 

A(A t «1 + 八 2“2) = A^Amj 十 A 2 Aw 2 

称一个算子 A 是连续的,如果当变小时 , A «- Aw 可以任意小 。 或者说对 
任意的 e>0, 有5>0存在，当 !U- 幻II <5时，恒有 || Am - Af 11 Ce 成立。此 
时若取 o 二 0,e=l， 则可找到6>0,对任意满足 || « ||<6的《，均有II A» ]] 矣1。 

现在对任意的定义 w^ibjiw II ,) w , 显然有 || k / II <6;从而 || Aw || 
= C fe/||#f) 11 ll^ - 1 II ® IL 如果 II II /议 U40) 是有界的.我们 

就 子 A 是有界的。 I 从前面的讨炝已经看出任意的连续算子 A 都是有界算 
子，反之也成立。算子 A 的范数可由下式 来定义 

!l A !1 = J ]' Mu |l M I ! = SU ^) [| Au tl (0.0.8) 

从而对于任意的，都有 

II A « 11 < tl A || || « || 

从才到 0 的算子称为“线性泛函”。关于有界线性泛函有如下的 Riesz 表汞定 
理。如果泛函！是线性且有界的,即对于所有的 «€^|/( k)|<C IU It , 
则存在惟一的 = 

从硝 到鸡的算子 U 称为是等距的，若对于任意的 v , u > e ^ m ( U ^, Uw ) 
^( v , w ), 如果进一步还成立(7靖=馮，即对每一个％ e 馬，都存在一个巩 e 硝， 
使％ = U Wl ，则称算子 L 7 是单式的。若 U 是单式算子,是$的正交基，则 
U e „ 也为鴻的正交基^反之，任何一个将正交基映成正交基的算子也必是单式 
的。 

一个集合 DOf 称为在 ,3 f 中稠密 ( dense )， 如果每一个都可以作为 D 中 
某序列的极限点。（此时也说 f 是 D 的闭包 ^ 一个集合 S 的闭包是 S 本身与所 
有含于 S 中的序列的极限点所构成的集合)。设若 Ad 仅对 D 有定义，但它满 
足 

tl Aw || < C IU II , V ^ e D (0.0.9) 

则可利用连续性将 A 的定义域延拓至整个龙上 0 事实上，如果对龙存在 

= w , 则 k „ 必是一个 Cauchy 序列，由式 (0.0.9) , Aw n 也必为 Cauchy 
序列，因 k 它有极限，我们称它为(它不依赖于序列 Un 的特殊选择) a 





此外还可研究无界算子。即算子 A 不存在有限值 C 使对所有的 
I! Au || <C || M II。无界算子通常仅能定义在一个稠密集 DOP 上，并且不可能 
用上述方法(因为它不连续)延拓至整个光无界算子的一个例子是 L 2 (R) 中的算 
子 d/d_r ,此时可取 D = C 0 M {R), 它是由具紧支集的无穷次可微函数组成的集合。 
人们把定义箅子的稠密集称为它的定义域。 

从一个 Hilbert 空间鴻到另一个 Hilbert 空间鸡的有界算子 A 的共轭 (ad- 
jdnt) 算子是从 馮到％ 的一个算子，定义为 

(uifA^Ui) - (Aui,u 2 ) 

其中 u# 碣， 《 2 e_%(Af 的存在性可由 Riesz 表示定理得到保证:对给定的我 
们可以定义％上的一个线性泛函- {AH lt « 2 ) D 显然它有界并且可以对应 
于一个满足 ( Ul ,t/：) = /( ai ) 的向童 w 易鉬对应关系 Ul — V 是性线的，它定义了算 
子 A')。 共轭算子 A* 有下列性质 

IIA1 = ||A||,||A*A!| = If A II 2 

如果 A* = A (仅当 A 映光到 才本身时才有可能），则称 A 是自共 轭的; 如果自共 
轭算子 A 满足对所有的则称其为正算子，记作 A>0; 如果 A 

是正算子，则写作 _ 

I 迹类 ( trace - dass ) 算子 A 是一种特殊算 W 对于 f 中的正交基。，它使和式 
^ XAe n ， en > 取有限值，而且此有限值与正交基的特殊选择无关，我们称该和值为 
A 的迹 ( trace 〉 

trA = S<Ae n ,e n ) 

如果 A 是正算子,它是否还是迹算子的^题，只需检査对某一个正交 
基 ^有限值就可以了 (这一结论对非正算子不成立)。 " _ 

| 从尤到其自身的一个算子 A 的谱 t (A) 是由使算子 A-AId(Id 为恒等算子 | 

| Id « = “）没有有界逆的义£0构成的集合。 | 在有限维 Hilbert 空间中 ， g (A) 由 A 

的特征值构成。而在无穷维空间中，不仅包含有了所有特征值(组成 A 的点 
谱)，而且也常常包含构成 A 的连续谱的那些 A (例如:在 L 2 (R) 中,/⑸与咖^ 
的乘积没有点谱，其连续谱是[-1,1])，自共轭算子的谱仅由实数构成。正算子的 
谱仅含非负数。谱半径〆 A) 定义为 

jo(A) = supf I A l;A 6 a ( A )\ 

并且有如下特性 

p ( A )< || A || 獻〆 A) = Iim |j A" I! 1/B 

自共轭算子可以对角化。假定它的谱只含有 1#征值,这件事是很好理解的(与 
有限维一样)。这时 
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s(A) = f A„,n & N\ 
它所对应的正交特征向量族为满足 


于是对于所有的《€忖 

Am = = ^(u,A£„)e„ = 

这就是 A 的对角化表示，如果两个算子可交换，即对于^有的 《 G ^ yiB M = £! A « 
那么它们可以同时对角化，即存在着如下的正交基6 

~ a t^n ' ~ 

有界算子的许多特性也适用于无界箅子,例如,无界箅子也同样有共轭算子、 


谱及对角化等性质，但在定义域方面应特别小心。例如对于可交换算子同时对角 
化的性质推广到无界算子时就应特别注意它的定 义域: 事实上，存在着这样的病态 
例子，其中算子 A 与 S 都定义于区域 D 上, AB 与 BA 也都在 D 上有定义且相等， 
但 A 与 B 却不可能同时对角化(因为13选得“太小”的缘故。例如看 Reed 和 Si - 
mon (1971) 的例子)。无界自共扼算子可交换的较为合适的定义办法是使用与之 
相联系的有界算子: Hilbert 空间光和竭称为是可交换的，如果与它们相联系的单 
式卷积 ( unil eny , eV 0 lti 0 n ) 算子可交换，与自共轭算子光相联系的单式卷积算子 
定义 如下: 对任意 uCD ， 设 D 为光的定义域（注意，自共轭箅子的定义域不一定 
正好是使龙有定义的稠密集），1；^是微分方程初值问題 

i - Hu ( r ),^{0) = v 


在 fT 的解 。 

Banach 空间不仅具有 Hilbert 空间的许多性质,而且还具有比它更为广泛的空 
间。 Banach 空间是賦以范数(该范数不必面且一般也不是从某一内积导出的)并 
对于该范数完备(即所有的 Cauchy 序列都收敛）的线性空间。前面对 Hilbert 空 
间所描述过的一些性质，如有界算子、线性泛函、谱及谱半径等也存在于 Banach 空 
间之中。一个是 Banach 空间面不是 Hilbert 空间的例子是 L 々（ R ), 其中1<夕< 
的, P 乳 它们是 R 上使 ll/ll !_〆 见式 (0.0,2)) 取有限值的函数/的集合;另一 
个是 L ~( R ), 它是由 R 上的有界函数组成并賦以范数 || /|| r = s @|/ U )| 后形 
成的空间。 Banach 空间£的对偶空间是由£上的所有有界线性泛函组成的 
集合,它也是一个线性空间并有自然范数(定义见式 (0.0. 7)) 面且对于该范数完 
备，因此本身也是一个 Banach 空间。在[々（和，1</><°°的情锻，可以证明 
(其中户与 g 满足关系 p - k 厂 1 = 1) 中的函数即确定了 U 上的一个有界 
线性泛函，由 Holder 不等式 
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||da：/(^) g(j：) I < II / II L p II g II L" 

可以证明 L p 的所有界线性泛函都属于这种类型，故 ( L p r = L % 再由 Riesz 表示 
定理，每个 Hilbert 空间都是自对偶空间，因此 L 2 ( R ) 也是自对偶的。通过上面的 
讨论可以看出：由&到£ 2 的算子 A 的共轭算子 A >应该是从到的一个 
算子，其定义是 

(A*/ 2 )(im) = hiAvi) 

在一个 Banach 空间中存在着各种不同类型的基(我们仍然只考虑可•分空间，它的 
基是可数的） C ) 称〜力 E 的一个 Schauder 基,如果对所有的 weE ，存在惟一的 

〜6 C ,使得 d f ，对 n 的惟一性要求将迫使^必须是线性独立的，这 

N〜 n =i 

里的线性独立的意思是指没有任何一个能够是其他元素线性展开的闭包，即不 

存在心2 ，在 Schauder 基屮 G 的排列顺序可能是重要 

的。一个基称为是无条 A 基果它述满足下列两个等价性质之一 
•当 i ^ I e n € K ; 

•设 e £，又 = 土 1, 对每个 《 随机选择，则2細心 G 

对于无条件 i , 基元所取之顺序是无关紧要的。但不是所有的 Banach 空间都有无 
条件基。例如 LKR ) 和 LIR ) 就没有。 

在 HUbert 空间中无条件基也称为 Riesz 基。 Riesz 基也可叙述成为下面的等 
价形式，存在0>0，芦<«>使得对所有的 H ex 

« II w 11 2 < 2 |{ M , e n )[ 2 <^|| u (| 2 (0.0.10) 

如果 A 是一个有有界逆的有界算子\则 A 将任何一个正交基映成 Riesz 基。不但 
如此， Hilbert 空间所有的 Riesz 基均可以由正交基通过这种映射而得到。在一定 
意义上说， Riesz 基是比正交基稍弱一些的最好的基。应当注意的是不等式 
(0.0.10) 述不保证〜构成 Riesz 基,为保证构成 Riesz 基,除条件式 (0.0.10) 外 
述需要4是线性独立的。 



第 1 章什么是小波 


小波变换是一种工具,它把数据、函数或算子分割成不同频率的成分，然后再 
用分解的方法去研究对应尺度下的成分。这项技术的早期工作是分别在各个不同 
的研究领域独立作出的 :如纯 数学中从事调和分析研究的 Caldeno n (1964) 的原子 
分解; 物理学界从事量子力学研究的 AslaKsen 和 KlandeK 1968) 所构造的 （ <^ + 
M —群的 相干态，还有研究氢原子汉密尔顿函数的 Pa U l(1985) ; 工程界如 Esteban 
和 Galand 对 QMF 滤波器的设计 （ 1977 ) ,随后 Smith 和 Barnwell (1986) Vetterli 
(1986) 在电机工程中又研究出了具有严格重构特性的 QMF 滤波器, J.Morlet 
(1983) 在地震数据分折中正式提出了小波的概念。近五年来，人们将上述各领域 
所作的工作进行了综合，使其成为一种能够适用于各个领域的不失一般性的方法^ 
让我们暂且在信号分析范围内就小波方法进行讨论。信号在时域中的小波变 
换(例如，声音施加于耳膜上的 H 力的振幅)取决于两个参量 :尺度 (或频率)及时 
间; 小波变换是一种时频局部化或称为时频定位的工具。本书第1章将讲述时频 
定位的意义及其引起人们极大兴趣的原因，其后将对不同模型的小波进行描述。 

11时一频定位(局部化） 


在许多应用领域,对于给定信号/( ; )，人们感兴趣的是信号在特定时间的频 
率成分，就像在音乐演奏中，演奏者需要知道在什么时候演奏什么音调一样 D 标准 
傅里叶变换 

虽然也可以表示/的各频率成分，但有关时一频定位信息，如髙频冲击发生的时 
刻却难以从/的傅里叶变换式中获得。将/窗口化进行傅里叶变换 

(T™/)(o.,i) = Jd5/(5)g(s - t)e- Ka! (1.1.1) 

可以获得时间局部化的信息，此式称为 細窗傅里叶变换 ，[ ^ 是进行时 一频定 位的一 
种标准方法。在对离散信号分析中，人们对它可能更加熟悉，设 t = = 

为寻分值，其中属于 Z, 并且这样式 (1.1.1) 变为如下形式 

TZJf) = fds/(s)g(s - 财 0 ) e -細 V (1.1.2) 
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图 1,1 刻划了这一过程，设 《 为 定值， 7 Tt (/) 即为 /(_) g (•-叫)的傅里叶 
变换系数。如果 g 是紧支撑的,适当地选择叫，傅里叶变换系数7^%(/)是可以 
充分表征 /(.) g (.- 叫）的,并且如果需要还可以对 /( ‘ ） g ( —叫)进行重构 0 
改变》的值,窗口以4为步长而移动，最终可由7^„(/)获得全部/,对此问题将 
在第3章中从数学的角度再来仔细讨论。在信号处理中，对于窗函数反人们提出 
了许多可行方案，最常用的是有紧支撑的适度光滑 函数; 在物理学中，式 (1.1.1) 与 
相干态表示相关, =^ g(s - ?) 是与 Weyl - Heisenberg —群组相关的相干 


态(例如,可参看 Klmider 和 Skagerstan ^ 1985)) 。从这个角度出发,窗函数 g 通常 
被选为高斯函数。在所有的应用领域, g 都应具有良好 的时一 频特性，如果 g 和& 
均集中在零点附近，那么 （ T ^/ K ^ O 将很好地显示出/在 f 和《附近成分，因 


此加窗傅里叶变换可以在整个时频平面上描述信号。 



图 1.1 加窗傅里叶变换 : 函数 /G) 与窗函数相乘.乘积的傅里叶变换系数 
已由计算得出，这一过程可以通过平移视窗反复进行 , 发 ( t - t 0 ),g(t-2t 0 ) … 

1.2 小波 变换: 小波变换与加窗傅里叶变换 
的相似与不同 

小波变换^种与加窗傅里叶变换相类似 的时一 频描述方法，但它与加窗傅里叶 
变似有;重要的不同之处。类似于式 ( i . i . i ) 赋 0.1.2) 的小波变^^ n 下： 

(r™7)U ， 6) =1 a I - 叫邮 ⑴卢 (^) (1.2.1) 

TZrXf ) = - nb 0 ) (1.2.2) 

在上述两式中均假设 

J 邮 u) = 0 (1,2.3) 

表达式 (1.2.2) 是将式 （ 1.2.1) 中的离散化后获得的，其中 a = 邱 ， 6 = 
咖成 6 Z 并且叼> 1， 心 >0 a 小波变换与加窗傅里叶变换的相似之处是 
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很显 然的: 表达式 (1.1.1) 和式 （1.2.1) 均使用了 /与双指标函数族的内积表达 
式，这类双指标函数族在式 (1. 1 . 1 ) 中的表达式是= e%(s 1 ) ，而在式 

(1.2.1)中，其表达式则是/， 6 ( 5 )=1«| 函 ri 〆 被称为 ^ 有 

| 时还把0称为母小波 |( 注意:此处的 少与 g 都隐含假设为实函数，如果情况并非如 
此，那么将要在式 (1.1.1) 和式 (1.2.1) 中引人共轭复函数)。小波函数中,最典型 


的例子是0(0 = (1-【 2 )卿（-_2),其次为髙斯函数，前者称为 Mexicanl (墨西 
哥)帽状函数，因为它的形状酷似墨西哥草帽,墨西哥帽状函数在时 一频两 域都具 
有良好的局部化特性，并满足式 （1.2.3) 所要求的条件。当 a 变化时， 
k ) 将覆盖不同的频率范围(尺度参数 U I 的大值对应于低频或大尺度的 
煮 而 U | 的小值则对应于髙频或小尺度的 /气 改变参数6相当 子移动时窗中 
心，每一个广 D 都被定 位在； = 6附近,这种情况与式 (1. 1 . 1 ) 和式 (1. 2 . 1 ) 对/ 



( a ) 



图 1.2 ( a ) 窗口傅里叶变换函数广 Wb ) 小波 〆 ，广 
可视为包络在 if 中的高频信号的平移,为同一函数 (6 伸编及平移的结果 
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的加窗傅里叶变换及小波 变换。 实际信号往往不是以连续形式给出的，而是经过 
采样获得的，相当于在采样点有一个冲击函数5,其样本值近似于原信号，因此从 
采样角度出发得到下式 

/(« r ) = sin (2 jrt ) inr ) + sin (27 rt )2 nr ) + a[^ n , ni + ^ n ,« 2 ] 

在图 1.3( a ) 中， weSOOHzdflkHz , r = 1/800034 = 1.5, « 2 -«! = 32 0 图 1.3 
( b ) 中的个频谱图均使用了标准的 Hamming 窗来表示加窗傅里叶变换的情形， 
窗宽分别为 8 ms ,6. 4 ms 和 3 .2 ms (图中横轴为时闻,纵轴为 频率; 灰度表示了 
I T ™(/) | 的值，黑色为最大值），当窗宽增加时，两个正弦波的分辨度较好，但两个 
脉冲却变得难以辨识。图 1.3( c ) 刻划了信号经过 Morlet 小波变换后的情形，它的 
0 U ) = C e _ A 2 (#~ e _^ Vit )， a =4( 为了易于与频谱图进行比较，图中的频率轴 
采用了线性坐标,对于一般的小波变换对数频率坐标用的更普遍 ) 。从图中可以看 
出，两个脉冲的分辨度要比图 1 . 3( b ) 右图中使用 3.2 ms Hamming 窗的情况好得 
多，同时两个正弦波的频率分辨率也与图 1.3( b ) 中 6.4 ms Hamming 窗的结果相 
当。频率的分辨度在图 1.3( d ) 中刻划得更加清楚。它可以对谱图的任一断而进 
行比较(在 f 固定时对窗口傅里叶变换模|( 7^/)(. ⑺丨进 行比较，在 6 固定时， 
对小波变换模 I ( T 胃 /)(.,&) | 进行比较)。小波变换的动态范围(在两峰之间的 
峰谷比)与 6.4 ms 频谱图相当。 

事实上，人耳在最初识别声音时已经使用了小波变换。振动波从耳鼓传到耳 
膜在整个耳蜗中延伸，其过程是以縲旋方式进人进人耳内的，设想如果不以这种螺 
旋方式而直接进人耳中,那么耳频就会胀起。我们引人坐标^来表示这个延伸过 
程，实验以及数字仿真表明压力波是正弦的 : 激励在耳膜引起的响应 
在时域内是同频率的。但在 j 上是处于包络之中 的:圪 在第 
一 f 近似中，假设频率⑴在 500 Hz 以上都很好 ，夂 ( 31 ) 随 w 的变化用平移童 iga 
表示，即存在着一个函数 A 使得九 (？) 与心 - lgtw 〉 十分接近„对于常见的激励 

函数/⑴ = ^ J ti 矽 U )# ，相应的响应为 Hr j ) ，其表达式由基本响应函数 
相应的叠加転为 

F ( t , y )= 

= - Igw) 

如果我们引人一个可变参数，设 

He ~ x ) = (2 tt ) - l/l - i >( x ), G { a , t ) = F ( t , lga ) 

则 
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G{a,t) = |dr ， /( ； ， )^(a(i - t)) 

经过归一化后就是一 t 严格的小波变换。在九中是以频率的»平移童而变化的， 
因此也找到了膨胀参数。在生物声学过程中所发生的这种小波变换说明:在声学分 
析中小波基的方法比其他方法更可取，因为它的压缩形式没有被我们的耳朵察觉。 

1.3 不同类型的小波变换 

小波变换有很多种形式，所有形式都来源于基本公式 (1.2. 1)和式(1. 2.2) ,在 
此区分 如卜： 

A . 连续小波变换(见式 1.2.1); 

B . 离散小波变换(见式 1.2.2); 

在离散小波变换中我们进一步作如下定义 ； 

B ,. 有冗余的离散系统(框 架）； 

玛，正交小波基及其他小波基 。 

1 . 3.1 连续小波变换 

此处的尺度参数《和平移参数6是在 R 中连续变化的(但限制《笑0)，其小波 
变换表达式由式 (1.2.1) 给出。利用下述反变换公式，经过“单位分解"方法可以由 
小波变换对函数进行重构 

/:卩江 ，/， 6 〉〆 0-3.1) 

其中广 6 U ) = UI 表示 L 2 中的内积，常量 q 的值取决于0并 

可由下式给出 

Q ^ I》(?) I 2 丨 f r 1 (1.3.2) 

假设 C *< w ， 否则，式 (1.3.1) 无意义。如果0是 L l ( R ) 内的函数，那么0就是连 
续的，从而 Q 取有限值只有在 ^(0)=0 时才能成立，即 I A ^) U ) = O d 有关式 
(1,3.1) 的证明将在第2章中给出（这里隐含着假定0是实函数。如果0是复值 
的，则在式 (1.2.1) 中应当用0 代替心 在某些应用中，复值0是有用 的)。 

表达式 (1.3.1) 可以从两个角度去看:（1)当/的小波变换 T ™7 已知时，可以 
视为重构/的一种 方法; (2) 也可看成是将/写成小波的叠加形式。上述两种 
观点均具有实用价值。 

T ™7) U ， 6) 的对应是一种通过双变最函数表示单变量函数的关 
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系，通过它可以建立起大量的关系式(见第 2 章)。并且这一表示中的冗余性也可 
以加以利用^其中一个成功的范例是由连续小波变换得到的信号的骨架 ( skele ¬ 
ton) 概念，它被应用于非线性滤波器中。 

1.3.2 离散但有冗余的小波变换框架 

本节中的尺度因子 a 和平移因子均为离散值，对于某一确定的尺度因子 an > 
1我们选择它的整数次幂，即 a 在图 1.2 中已经说明,不同的 m 值对应于不 

同时窗宽度的小波,因此平移参数6的离散化也取决于参数讲，窄带(髙频)小波 
变换对应于小步长，以便子可以覆盖整个时间范围，而宽带小波(低频)对应的长则 
较大，因为的宽度与邱成正比，选择离散值6 =其中为定值 
>0, « & 2 ,相应的离散小波变换如下 

aQ m/i ^(aa m (x - nb^)) 

=- nb 0 ) (1.3.3) 

图 1.4 U ) 给出了对应于 的时一 频定位中心的格点,对于给定函数/,由式 
(1.2.2) 定义的小波变换 T 7：；(/) ，由</，心,„>的内积准确地给出。 

图 1.4( a ) 给出了对应于的时一频定位中心的格点，对于给定函数/，由 
式 (1.2.2) 定义的小波变换 1^(/), 由 (/, U 的内积准确地给出。 

在禽散情况下，不再有像连续变换式 （1. 3, 1) 类似的“恒等分解”性质。由 
T ™ v (/) 对/进行重构必须采用其他方法，因此自然地产生了下列问題： 

(1) 在已知 T ^ n /) 的情况下，是否能够由它完全地表征函数 /? 

(2) 是否可以由了胃(/)以稳定的散值方式重构 /? 

这些涉及到从小波变换再现函数/的可能性问题，它可以表述为以下的对偶 
形式： 

( n 任意一个函数可否写成为^„,„的 叠加？ 

(2’） 是否存在数值稳定算法以计算出上述展开式之系数？ 

第3章将着重讨论这些问题^正如在连续情况一样，离散小波变换对于原函 
数通常是有冗余的。这种冗余是可以被利用(例如它可能用来近似地计算小彼变 
换，而仍可以高精度地重建/)，或者被消除，在这种离散形式下，小波变换最接近 
Frazier 和 Jawerth ( 1988) 的“ 4 - 变换' 

在连续小波变换或是在小波族的框架中,小波少的选择必须按式 (1.3.2) 严 
格要求 C * 是有限的。从实际角度出发， f 的选择是为了使其在时域和频域都具 
有良好的局部化特性，尽管如此选择还是有很大自由度的。在下一部分我们将看 
看怎样放弃这种自由去建立正交小波。 



图 1.4 小波变换与窗口傅里时变换的时一频中心格阵 ( a ) 
小波变换:‘,„在时域以为中心而定位， 

如果 A I 在频域内在取得双峰 


(例如鏖西哥帽状函数仏 ）= ( u ) e — 1 。，则 lsKf)l 
将在如±础 f 0 产生双峰，如±吨&即为在頻域的两个定位 中心; 
⑹窗口傅里叶变换:在时域围绕叫定位，在頻域则以^为中心而: 
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1.3.3 正交小波基 :多分 辨分析 

对于小波函数0和仰 ，知 怍某些特殊的选择，则‘„在 L 2 ( R ) 中可以构成正交 
基。如果选择，匈= 2^ = 1，那么就可以得到一 t 时频定位特性良好的么并使 

<K» C(f m z-n) (1.3.4) 

在 P(R) 中构成正交基(从现在开始直到第十章末均限于取如= 2)。最早的这种 
函数的例子是 Haar 函数 

/ 1 0^ x < l /2 

- 1 m < x < 1 
i o 雛 ■ 

由 Haar 函数构成的函数系也 B , n (: r ) 将构成 L 2 ( R ) 的正交基。 Haar 基由 Haar 
(1910) 的工作而著名。 | 但函数并不具备良 : g 的时频局部化特性 ，眩 的 傅里叶 
变换 6( f ) 当时 也 具有1以〃的衰减速■^此我们只是用它 ¥ 说明问題 6 
接下来证明 Haar 小波确实构成正交基，证明的方法不闻于传统的方法，而是以多 
分辨分析作为工具来进行。 

要想证明么 ^ U ) 能构成正交基，以下两点必须成立： 

(1) „是正交的。 

(2) L 2 空间中的任一函数都可以由的有限线性组合逼近到任意精度 D 
正交性是很容易建立的。因为 s uppOT t(U= [2、，2 | "(； 1 +1)],同一尺度 

下的两个 Haar 小波是决不会重叠的，于是（么, = 但如果两个小波 

具有不同的尺度，支集是可能重叠的，正如在图 1.5 中所见到的那样。很容易验 
证，如果 m < w 、支集（&，„)将整个处于也„',„'为常值的某一区域内，则么^与 
的内积正比于4的积分，其值为零== 
ni 


图 1.5 两个 Haar 小波 :较窄 的小波支集完全含于 
较宽的小波的一个区间中，在此区间上，较宽小波取常值 


①财絲注 2 。 
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现在集中来看一个任意函数 / 如何能用 Haar 小波的有限线性组合来逼近。 
任何一个函数 / GL 2 ( R ) 是可以用具有紧支集且在区间[/2_'(/ + 1)2〃]上取常 
值的分段常值函数任意逼近的(仅需让支集与 j 足够大就可以了)。因此不妨假设 
/本身就是支集为 [-2、2 A ], 且在[/2_\(/十1)2~]上取常值的分段常值函数， 
其中 八与 / o 可以任意大(见图1.6)。我们记/ = /在区间[/2、，（/ + 1)2 —及] 
上的常数值为4。这样/就可用和式表示为/ = / + &,此处的/是/>的一 
个逼近，它在原区间两倍大的区间上是分段常值的，即 /|〔* 2 - v\u + U 2 - vi 3 =S 

值 三 / U / i ， 是/的两个对应常数值的平均值，(见图 1.6)。 



图 L 6 ( a ) 支撑为 | -2 J i ,2 ；1 | M \ k 2 ' s K(k + i ) 2 ~ Ss >\ 
内为分段常值的函数广 （ b ) 经过部分放大后的 / D 每对/值用其 
均值广代替，/与/•之差用心表示，成为小波的线性组合。 

函数以 也为分段常值，它与/等步长，因而有下式 

乳+1 = /5 m ~ f \ - - A /) 二乳 
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S 1 便成为经过尺度划分和平移的 Haar 函数的线性组合 

2 W 1 

卜 -2VW1 

因而可以把/写成 

/ = / 二 /* + 

其中户与/同型，只是步长增大了两倍。运用同样的技巧可分解/如下 

/ 2 依然支撑在 [-2 W0 上,但分段取常值的区间 [ A2 - V 2 ,U + 1)2- V 2 ] 又加 
大了，如此一直这样做下去,直到有下式 

/ ^ / o+J, + 2 2^,/ • 

m=_/" + l i 

此处的力” 1 由两个常值片组成(见图戸 /# + A , 它等于/在 [0, 
2 A ] 上的平均值 , yVA | [ — 2 Vo 产，为/在 [-2 A ,0] 上的平均值。 

fT J ' ■ 


1 - 

-2^ 

if J X Jl 

0 ^ 2 Ji 

. W J ' 

_ 2 料 


9^1 1 J\ 

_2^1+/| 


-1 2 Jl+m/i 


4/—f 

J, 



图 1.7 /在 [ oy ] 和 [-2\ o ] 上的平均值，可以抹平在更大 
的区间[0,2 ; 1 +1 ],[-2 /1 + 1 ,0]上,其差是很舒缓的^函数的线性组合 

尽管我们已经填满/的整个支集，仍然可以再用上述方法，由 2' 到2 ; < + 1 不断 
地扩充并写出 / 1+4 = / 1 + V1 + V 1+V1 , 这里 

并且 ' 
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(见图 7)， 这一过程可以反复进行下去直到 
f = / a+Jl+K + 2 

- Jp +1 ^ 

此处的支集为 supportt/ 0 ^ 1 ^) ^t-2 Jl + K ，2 VK ] ，并且 

/ 0+；1+K I [ Q .2^1 = 2^/ o 0+Ji ,/ ，，+；1+ K | [ - Z V ^ 0] - 2~ K /^ 

其结果为 

V K 

|/— S 2^,4= ii /^^ ii 2 ^ 

«=- j fl + 1 1 L 

= 2- k /1 2 j ^[\ 1 2 + I 1 2 ] M 

该计算值在 K 充分大时,可变得任意小 a 总而言之，通过 Haar 小波有限线性组合 
以任意精度去逼近/是完全可能的。 

我们刚才讨论过的，通过不断地近似去逼近 /( 其中/为 y 在更大区间上的平均 
值)，这种说法本身就隐含着多分辨分析的思想，每一步工作都把在: T 1 分辨度下的近 
似值与在方分辨度下的近似值之差记录下来，作为九*的线性组合部分。事实上已引 
人了一种 反映顺 序分辨度的阶梯空间 ( ％ ), eza 在本特例中, Vj =\ f £ 0(R) ;/是在 
m , 2 Hk + 上分段取常值的函数 I a 輕间絲如下雛： 

(1) … CZRCV^CiyoCimaO-; 

(2) n j -ezV / -10i,'D^7^ = L 2 (R)i 
⑶ f (-) evj ^/( 2 ^) ev oi 
(4)/(-)ev 0 -/(-- w )ev 0 所有” ez。 

特性 (3) 说明所有的空间均为一个空间的尺度化。在 Haar 小波的例子中，发 
现存在函数使得 

Projvj^f = Proj v /+ 2</ (1*3.5) 

多分辨方法的妙处还在于一旦满足上述四个的与下述另一个特性 s 
⑸3 托邱使 sS), n (j：X(；r - w) 构成邺上的正交基。 

相联系行存在 f 使表达式 (1.3.5) 成立(例如上面的 Haar 小波，可取 ^(*) = 1, 
当0‘<1，原则 <KxH ^ 自动构成一个正交基，似乎对应于许多正交小波基 
的例子都存在这样一种多分辨分析阶梯。构造 p 的方法很清楚 :因为 V 0 C 
V 」，并且构成 〖中的 正交基，因而存在乃 (Up 
«) 使得 «), 此时取 iH_r) = ; -l)" a _ n+1 ji(2^-«) 即可以了。 

函数必称为 择^分析的尺度函数，相 应的多^辨分析小波正交基将在第5章中详 
细介绍,多分辨方法还与子带滤波有关，这部分内容将在 5. 6节中介绍。 
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图 1.8 列出了几种将在后续各章遇到的多分辨分析所对应的必与0的例子。 



图 1.8 几个正交小波基例子。图中的每一个 p 其 = 

y ,々 ez , 均构成 l 2 ( r ) 中的正交基 3 这些4和 P 将在后续各章节中遇到。 
(a)Meyer 小波； （ b) 和 (c)Baitle- Lemaiie 小波 f ( d)Haar 小波； 

( e ) 紧支集小波 (« 其他的有最小不对称性的紧支集小波 
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Meyer 小波(见第 4 章，第5章)具有紧支集傅里叶变换特性 ，彡与 0本身都具有无 
限支集，如图 1.8(a) 所示; Battle-Lemaii"】、 波为样柔函数(见图 1.8(b)), 必 的节 

点在^而0的节点在 |z， 尺度的小波函数均为无限支集，指数衰减，其衰减速度 
比 Meyer 小波的衰减更快；图 1.8(d) 中的 Haar 小波人们在1910 年就已 经知道 
T, 它被看作是最小阶的 Battle- Lemarie 小波 (仏 h 。)， 或者作为第6章中 
紧支集小波的第 组 ，即0^ = 4;图 1.8(e) 绘出 了另一组紧支集小波 一， 2 辛 
和 2 0的支集宽度均为3并且连续，在小波族中，正则性随支集宽度增大而呈线 
性增加;图 1.8(f) 绘 制了其他的一种紧支集小波，支集宽度为11而且具有最小不 
对称性。 


注： 

1. 除加窗傅里叶变换外，还有其他的时频定位方法。人 们最熟 悉的方法即为威格纳 

(Wigner) 分砬 <&^1^(1990) 有一个对威格纳分布用于信号分析的很好的评述)。威格纳分 
布不像加窗傅里叶变换或小波变换那样,它勿需引人参考函数和对信号进行积分。其缺点是信 
号是以二次方式而不按线性方式进人威格纳分布的。这样势必引起许多干扰 现象。 这种方法 
在某些应用领域如短时信号处理中还是有用的，如是长信号，威格纳分布就失去吸引力了^ 
1989 年 Flandmo 指出函数以适当的方式通过 “平滑 ”威格纳分布可获得，但这一过程中相位信 
息丢失了而且重构也是不 7能的。 _ 

2. 式 (1.3,4) 中要求 ^ = 1 不是十分重要的。 | 若式 (1.3.4) 为正交基，则 

X 也将是正交基 ,&(：!：)= l & nlWMW 1 ;;:). 其中$ 数尹 0 可以取任童值 n 在 

| 尺度上选知= 2 是不能变动的 ^ 事实上叫是不可以任意选 i 的。 |Amcher(1989) 曾经指出正交 
| 基的构造可以选择峋>1的有理数，但2是最简单的。 | 选^不同 a 0 的将产生不同的〜 
虽然认为多分辨分析的正交小波基构造方 法仅& 当取有理数时才能进行。但也存在一个公开 
问®:是否存在一种正交小波基，它具有良好的时-頻定位特性，而叩是无理数 3 









第 2 章连续小波变换 ( CWT ) 


L 2 函数在连续小波变换下的图像构成了 r . k . H . s . {reproducing kernel 
Hilbert space , BP 再生核 Hilbert 空间 ） D r . k . H . s , 在以后的许多章节中出现且很有 
用。简单的例子之一就是 2.1 节和 2.2 节中讨论的带限函数空间。在 2.3 节中我 
们介绍“带限”和“时限”的概念 ,#管 ，没有非零函数即是时限 f (当 f 在 [- T ， T ] | 

之外时，/⑴却)又是带限的（当 6 芒 [-n,n] 时, 然可以引人“时一 
频限”算子。这里先回顾一下 LandaiPollak 和 Slepian 在这方面的精彩工作，接着 
再转向连续小波变换， 2. 4节中的恒等分解(含式 (1.3,1) 的证明 ）,2, 5节是相应的 
r . k . H . s . 0 在 2. 6节中，简单地展示前几节的内容如何推广到多维。节 2.7 给出 
连续窗口傅黾叶变换作对比。 2. 8节给出，如何从连续窗口傅里叶变换或连续小 
波变换建立不同的“时一频限”算子。最后 ,2. 9节中解释小波变换的“显微”特性 。 

2.1 带限函数的 Shannon 定理 

U ^( R ) 中的函数/的傅里叶变财是紧支的，即，当 | f |> n 时/⑻司)， 
则_/ 是“(频)带(受)限”的。 | 为简便起见,先假定 a 于是/可用其傅里叶级 
数表示 



= rJ> e， ^ (f) = 7k /U) 

立即得出 
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= X / U) si ;0 (2, LI ) 

在第三步，我们交换了积分与求和的顺序，这样做所需的前 提是 ： S U „ I < eo 
(例如，仅有有限个<：„非零)。对于标准连续性自变量，上式对所有带限函数都成 
立(因为2丨/(«)1 2 二2兀2 ，故对一切： c , 此级数都绝对可和)。公 

式 (2. 1 .1) 说明/可完全由“采样”值重构。如果去掉假设 Jr 而假定 support / 
任意，则式 (2.1,1) 变为 

如. 2 ) 

/现在由其采样值/^ 确定。相应的有“采样密度” fl /7 T = 1 WPf / 1 。(当 A 
CR ， 我们用记号 | A 丨表示集合 A 的“宽度”，由 Lebesgue 测度来 度量; 此例中 
I support/j =：| f - n , fl ] !=2 n ) 0 这个采样密度通常称 Nyquist 密度。 式 (2, 1 . 2) 
称为 phanncm ^ l ^ 

式 (2.1.2) 中的“基本构件衰减得非常慢（它甚至不是绝对可积的) „ 
用“超采样”可使/成为稍快的下降函数的叠加。假定/仍带限于 [ -n,n] (即 
support _/ C [ - a fi ]) ， 但/的采样速率为 (1 + A )，A >0,大于 Nyquist 采样速率。 
则/可用下述方法，由 / U 7 T [ fi ( 1 + A )]) 重建。按下式定义 & 

|1 I f i<n 

gA(?) " ] 1 - ' n + 

[o I ? ixi + A)n 

(如图 2 ‘ i 所示），由于在 / 的支集上,&三1 , 故 /(?) =/( $ )^ ($ ) 0 重复以前的 



-Q(l+x) -fJ o O fl(HA) 


图 2.1 么的图像 

















构造过程 
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/(?) = Sv * 猶叫 

其中 _ 

_ -/llZ f j «7 T \ 

c " = 2h(i + A) J \n(i + A)/ 

所以 

/ ( * 古你邮>?--摘必 

其中 

GaU)= imtx ) g ^ x) 

^ 2sin 「： cfl(l + A/2)lsin(j ： m/2) 

' Arf(l + A) 工 2 

此比下降 更快; 注意，正如所期望的，如果0 , 则 Gp 2 ^。 选择更 
光滑的 h mc k 衰减更快，但不必花功夫使^非常光滑:事实上，对于渐进增大 
的将迅速下滑，但对于 G a 的下降， A 的大小施加了一些限制。换句话说，选 
# I 为 ( T 将导致 G 衰减快于任何多项式的倒数 

I G ( 工） KC N (A)(1 +1 ^ I )- (N+1) 

但常数 c N u ) 会非常大:它取决于 h 在 [ami + a )] 卜.的 n 阶导数值的范围，可 
粗略认为 c N 正比于 a -' 

如果/ 被*‘ 欠采样”会怎么样？即 support /= [- n t n] ，但仅仅 f ( nK /[ a ( l - 
A )]) 已知，且 A >0, 这时,我们有 

+ 心 ) J>/( 咖一 )] 

_」_ d e e i n ^/[0( 1 - A )] 

/2^ r J - na - A ) 

_ ll £Lil± 十 2fl(l - A)) + ~2fXl-A))l 

这里，我们用了 e inirf/ U 2 a 为周期，且假定 A<f (否则积分项的最后一个和 
式中会出现更多的项)。这意味着欠采样的表现似乎是窄(频)带 
函数的 Nyqubt 空间采样，其傅里叶变换由/的折叠构成(见图 2. 2)。当/出现混 
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叠时,/的某些髙频部分出现在/的低 频区; 只有 2 A ) 的区域不受影 
响。这种现象称为“频谱混 叠”; 例如，对于欠采样的音频信号，可清晰地听到金属 
的夹击声^ 

f Ki (|+2 HXl - A ) 

no 

f (5-2 Q £ l - i » 

fN 


-a - fl ( l - A ) 0 fi(l - A ) £3 

图 2.2 时的三项 /( f ), 

/(e + 2il(l 2fl(l_A))， 及其叠加(粗线） 


2.2 带限函数是再生核 Hilbert 空间的特例 

对于任意 a , j 3 ,~ < j3<oo, 函数集合 

{/ t L 2 ( R ); support / C ： [ a ，卢] } 

构成 L 2 (R) 的闭子空间， 即:不 但为子空间，而且由此空间的元素构成的 Cauchy 序 
列收敛于此空间的某一个元素。由 L 2 (R) 上傅里叶变换的酉性或单式 B^unitani- 
ty) ，可得出所有带限函数的集合 

Ba - f/t L 2 (R);support/ C[-fi,n]| 

是 L 2 (R) 的一个封闭子空间。根据 Paley-Wiener 定理(见预备知识)， B n 中的任 
意函数/可解析展成 0 上的整函数，仍把它记为/，它是指数 型的。 更精确地有 

I /U) 丨 < 悬 1/1〆 祕 

其中II * | 取 L 1 范数。事实上，恰好组成这些 L 2 函数,存在满足此类限制的 
整函数解析展式。考虑 Sn 为整函数的 Hilbert 空间，对于 S n 中的/,有 

fU)= 

如雙^ (2.2.1) 

(如果 / glW 足够光滑 j 后一步交换积分顺序是允许的。因为对于所有 a 
sinflU — ) 在 L 2 ( R ) 中，根据预备知识中的标准方法解释，结论珂扩 











27 


展到 S n 中所有的 / c ) 引人记号,则式 (2.2.1 ) 可写成 

fix ) = ( f , e x ) (2.2.1) 

注意 V = B n , 因为当|&<(1时，匕⑺=(270-%-%41>(1时,匕(以=0。 

对于 r . k . H . s . (再生核 Hilbert 空间），公式 (2.2.2) 是典型的。在一个 r . k . H . 
s . 中,即函数的龙 Hilbert 空间）中，函数/对应的映射 j 到 / U ) 是连续映射(这 
一点，在大多数函数的 HUbert 空间，尤其是在 L 2 ( R ) 中不成立)。所以必定存在 
使得对任意/€光/(1) =〈/，匕>(根据拓6 52 表示引理;见预备知识) [! 也 

可写成 

fix ) = ^ K ( x , y ) f ( y ) d ( y ) 

这里 K U , ：y ) = W 是再生核 Q 在 Bfl 的特殊情形下，甚至存在特定的 x n =^, 
使得、构成 B n 的一个正交基，导出 Shannon 定理 <2. 1.2)。这个特定的; c n 不需 
要存在一般的 r . k . H . s . ^下面我们将要看到另外几个 r . k . H . S . 的例子 D 

2.3 “时一頻”限 

函数不能既带限又时限:如果/是带限的（为任意的有限带宽），则/是限制 
在 R 上的整解析 函数; 如果/同时又时限，即 support / C ： [- T , T ], T < oo , fj 
/€0(非平凡解析函数仅能有孤立零点)。然面，许多实际场合需有时频限制：比 
如设想，信号(通过电话线)传输时，高于 Q 的频率分童就丢失了(现实中的许多传 
输手段都有此类带宽限制）：又设想 ,（ 类似于电话交谈的）信号持续有限的时间。 
说明，对于所有实际情况，传送的信号的时一频都被有效地限制^这是怎么回事？ 
一个函数在时一频受限时的重构质童的好坏如何？许多学者致力于这个问题的研 
究，一直到这个问題被 H . Landau 、 H . Pollack 和 D . Slepian 的著作 ， Slepian 和 Pol - 
laku (1961) 加上 Landau 和 P 0 llack ( 1961, 1962) 的系列论文优美地解决 。 Slepian 
在1976年给出了比本书更详细的精彩评论 D 

上面提到的例子(信号持续有限的时间，通过带宽有限的信道)可按如下方式 
建模:令 Q T 、&、为 L 2 ( R ) 上的正交投影算子，分别定义为 

当 ld < T ，（ Q 7/) U )=/( d ; 当 bPTjQxnUhO ， 

和 

当 kKa (/ wOA ( f )=/(?); 当 m > n ，( p n /) A ( n 0 
则时限于 [- 了, 丁]的信号满足/二 Q r /, 通过带宽为 fl 的信道传输它，最终结果为 
Pn /= P 0 Qr / (假设没有其他畸变算子 P a Q T 代表总的时限和带限作用。 
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PflQr/ 逼近原始信号 / 的程度如何，由 II PM II 2 / II / \\ 2 - ( OrPnOr ,/,/)/ 
11/” 2 来衡量 。 

此比例的最大值等于对^薄子 QjPaQr 的最大特征值，此算子可明确地表示为 

'"' <T (2.3.1) 

[0 I jc |> T 

它的特征值和特征函数已经研究清楚， 这是偶然的幸运 QjP n Q T 和下面的二阶微 
分算子 A 是可交换的 

( Af ) U )=£( r -^^- pfU ) 

A 的特征函数,由于各种原因，早在它们和时一频限的联系被发现前，就已经有人 
在研究了，称为椭球波函数，现在已知它的许多性质。由于 A 和 QrPnQr 可交换 
(而且 A 的特征值都很简单)，椭球波函数也是 Q t P q Q t 的特征函数(当然有不同 
的特征值)。特别地，我们记椭球波函数为» 6 N ， 用以表明顺序，因为 A 的特 
征值 A 随《的增大而增大，则 

QiPnQi^ = 人 „9 只 

Q-rPaOrf = 0 ㈡ 对 于所有„,/丄 

㈡ support/ = U; I j ： 1^ T} 

随着 》 的增大 ,A„ 减小，并且 H^A„=0 

当然特征值 A n 取决 于/和 简单地进行变量代换(在 (Q T F 0 Q r /)( x ) 的表 
达式中，以 7V 代替: r，7V 代替 j ) 表明 A„ 只取决于积 TO 。 固定 TTU n 随着《 
增大的变化情况，概略地绘于图 2. 3中。一般地，当„较小时接近于1;当接近 
m 2 TCl/n 时向0 下降; 此后非常接近0。进一步，对任意小的 e >0,必定存在 
C e , 使得 

井 I «; A n ^ 1 - e ( < - C £ lg( TH) , 

71 (2.3.2) 

# Uil - £ > A n > e | <2 C t lg ( Tn ) 

这就意味着“下降区”的宽度正比于 lg(Tfl )。 因为]当相对子阈值 
27^/«,7\£>-00时，下陷区的宽度小得可以忽略 1 ^事实上,式 (23 . 2) 是时一频 
限区域 [- T，T] x [ - an] 对应的“自由度 ，，2Tn/ir 的确切描述，也就是说，存在 
(取决子误差，与 Tfl 相比较小) 仅依赖于 ZTn/ju (与其他无关)的函数，本质上时 
限子 [U] ， 且頻限于注意到 2 Tfl/jr 恰好是卜 T，T]x[-fi t a] 
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的面积除以 2 tt 。 对于(频)带宽为 n 的函数，根据 Shannon 定理算出的在时间 
[- r , r ] 内的采样次数，恰好和这个数值 相等; 这种有启发性的计算“独立自由 
度”的方式，是通信理论中的家常.早就被 Landa U 、 P 0 llak 和 Slepian 认定。物理学 
家也独立地知道，相平面（=3卩 3 06-01 0 1116 1 «1^1，或本书讨论的时一频空间）中面 
积为 S 的区域，在准古典式极限中（即，当 S 远大于 A 时,表达式 对应的 单 
位是/ 1 =1), 对应的“独立状态数”是 S / bz 。 我们将从最初的采样情形扩展 
Nyquist 密度的定义，使用它作为临界“时频密度 ”(2^0〃 出现在所有的例子中。 


XJ 


图 2. 3 2 rnA = 25 时,特征值\ 

该回到小波变换了。在接下的几小节中,将阐述连续小波变换 ( CWT ) 和连续 
窗口傅里叶变换 ( STFT )。 


2.4 连续小波变换 (CWT-Continuous 
Wavelet Transform) 


目前，暂时仅限于一维小波。我们总是假定 peL 2 ( R ); 此外，要分析的小波 
应该满足 1.3 节中的“容许条件” 

& = I f I ] 丨多⑷ | 2 < co (2.4.1) 

以后不夂就会清楚此条件的作用 c 如果则》是连续的，并且，仅当 
》(0)二0或 { d ^ U ) = 0时，式(2乂1)方能被满足。反过来，如果 jd 喊 U ) 二0 
并加一个比4可积性更强的条件，即 :对于 某些 ， a > 0 ，]^(1 +丨 x ,)" | ^ U ) I 
< %则 I ⑽) KCIf 叭其中， # = 0^(^，：0，且满足式(2.4.1) 3 其实，在所有 
实用场合，式(2,4，1)等价于条件|"(1：1：0(1) = 0( 实际应用中,我们给0附加了严格 
得多的下降条件)。 

通过0的“伸缩”和“平移”,可生成双上标小波族 

f b ( x)=\a C 1/2 0 pf ^) 
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其中，正负均可） 。 选取归一化因子，使对于所有 a, 6都有 
|| 广 6 II = II ^ II o 我们假定 II 剡 I =1。对这一小波族的连 续小波变换 为 
(T™V)(«,*)= (f,f' b )^\dxf(x) * I a r 1/2 

注意， 1( T 賺 /) u 』） I <11/11 。 

下面，通过恒等分解技术，函数 / 可从其小波变换恢复 D 
性质2, 4.1 对于所有的 /, g € L 2 ( R ) 

fin ^(r™V)U ， 6) (T—gXa,'b) = C^{f,g) (2.4.2) 

证明： 

J: ^( T ，) {a ^ b) 

• [JdfI a l^e^(af)] (2.4.3) 

第一对方括号间的表达式可看成 F a (0 - l « 的傅里叶变换的 

%严倍,同样地，第二对间的表达式可看成 G a ($)= U 的傅里叶 

变换的(2>0 1/2 倍的复共轭。紧接着，由傅里叶变换的单式性或酉性，得 
式 (2.4.3)= 2 x }^| JdfF fl ( f ) G 7?) 

二 2irJ -^j|df/(f) g(f) I ^(af) 1 2 

= 2^|df/(f) g(f)| I >(af) I 2 
(积分顺序的交换,是根据 Fubini 定理〉 

~ , g ) 

(第二个积分作了变量代换 : f =必 ■ 

为什么需要条件式 (2.4.1) ,现在很清 楚了: 如果&为无限值，则式 (2.4.2) 
的解就不成立 。 

公式 (2.4.2) 又可写成 

/= C ^ f " T ^(T^f){a,b)f' b (2.4.4) 

J -oaJ —cw n 

上述积分在弱意义上收敛，即式 (2.4.4) 两边用 gG L 2 ( R ) 作内积，并把右手 
边的内积与对的积分互换，导得了正确的公式。这一收敛性在更强的意义上 
也成立 
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C ~/ J ^( T ^ v f )( a , b ) f' b =0 (2.4.5) 




这里，积分是对 L 2 ( R ) 的惟一元素作成的，它和紅 GL 2 ( R ) 的内积由下式 给出： 


丄 


Aadb 


( T ^ f )( a , b ) f - b ( r '\ g ) 


由于它的绝对值限为 


^ll/ll ll’ll lldl =4 b(^-^)||/|| ilffll 


通过 Riesz 引理，式(2.4.5)的积分也就有了意义 [； 式 (2.4. 5) 的证明也变得简单 


\f-C ~； ][ {T^f)(a,b)f> b ^\ 

1 0 II 




8 a 
orlfl I ^ A t 
ct '* i^a 

《 jpjc。 1 J 1( 严 /)u ， 6)| 2 ^ 广 

did l ^= A t 

.[ c 4"|( TDU ，6)| 2 , 广 


通过性质 2.4.1, 第二个方括号内的表达式为 || g 
第一个方括号内的表达式趋近于0。由此得到式 (2.4. 5)。 

公式 (2.4.5) 表明,用小波的叠加能以任意的精度逼近 L 2 ( R ), 看似矛 盾:毕 
竟，小波的积分为0，/的积分不为0的情况下，小波的叠加怎么能很好地通近/? 
解决这个矛盾不在于数学上的简单描述(解决矛盾经常是这样），我们可严格地把 
它描述 出来: 如果取 / GLkmriLzm ), 并且0本身在 U ( R 冲，则容易验证 

C ， J ( T ^ f ){ a , b )^ b ^ 
a 

\ b\^B 

确实在 I /( R ) 中（其范数界限为 : 2 C ^ II / || || 0 |j i2 || 0 || l 1 B ( A ,- 1/2 - 
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Af 1 ，) 且它的积分为0，当七— 0, A 2 , S — w 时，函数将逼近它/,而/本身可 
能会有非零积分值。这样解释上面的明显 矛盾: 极限式 (2. 4. 5) 在 L 2 意义上成 
立，而不是在 L 1 意义上成立。0, A 2 , B — ①时， 

fix ) - Q 1 J { T ^ f ){ a f b ) f ' b ^ 

将变成非常平坦，伸得特别长的函 i , 此函数和/的积分值相等，但其 L 2 范数小 
得接近 0( 类似的情况 还有: 当 U 丨< «时函数 gn ( x ) 为 (2 W 1 ，其余为0,对所有 

n,g 满足 J ^ r„dx = 1，即使对所有 并且 n — °°时， || & || L 2 = 

(2«)4—0 ， glJ 在 P ( R ) 中不收敛）。 

如果我们限制 a 仅联正值（在式 (2.2.4) 中 a 可正可负），式 (2, 2, 4) 也可改写成 
其他几种形式。一种可能情况是，要求0满足比式 (2.4.1) 更直接的容许条件，为 
= 2^ I : p ($) i 2 1 $ i ^ d ? = i 4>($) i 2 d ? I $ r 1 < a 

(2.4.6) 

例如，如果 p 是实函，则积分号间的等号成立。分解上面的恒等 
式得 

/= C V |1 ^\ C ° ao T — fU t b ) f' 6 db (2.4.7) 

也可用同式 (2.2.4) —样，从弱意义或稍强意义上来理解（式 2. 4. 7的证明与式 
2.4.4 完全类似）。 

如果/为实函数，且 SU ppor ^ C ：[0, … ]), 还可改写„这种情况下，容易证明 
/= 2 C ^ C ° flfl Re [ r ™ V ， U 』） n d6 (2.4.8) 

其中 Q 由式 （2.4. 1) 定义（为证明式 （2. 4.8), 用到 / U ) = 

/⑻产此因为六- ㈡ ：/⑻^公式仏斗⑻当然可写成 ^ = Re 0,^ = Im ^, 
这两个小波互为 Hilbert 变换。即使是用来分析实函数，使用复小波，还可能 f 来 
优点。例如 ， Kronland - MartinetsMoriet 和 Grossmann (1987) ，用了 supported 
[0,=)的复小波 A 且小波变换 T ™ V 由幅值-相位图来表示。 

如果/和0都是所谓的“解析信号”，即，如果 support /, SU pport0C [ O , oo ) Ji|!i 
^ a <0, T ^( a , b ) = 0 D 因此，式 (2.4.4) 立刻满足 

/= C d T ，( a , W ’ ⑽ (2,4.9) 

这里 C + 还由式 (2.4.1) 定义。最后，我们把式 (2.4.9) 用于 support °°)且 
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support / 広 [0, 00 )。 记 f 二 f + 十 /- - support / + [[0,°°), support /—[( - ° o , 
O ],^+=0_,?| A ;^-(6) = 0( - f ); 显然 support ^_ C ( - °°,0] 0 所以，对于 a 
>0,( f -， r - b ) =0 ，〈/-,#/〉=0直接用式(2.4.9)得 

f = C ^|l [ TT 1 f { a , b )4^ b + f ( a , b)^ b }ib (2.4.10) 

TTf ( a , b ) = ( f + ,^ b ), 了，/类似地定义， C + 见式 (2.4.1)。 

又一重要的改写(需引人另外的函数)用于重建而不是分解，更明确地，如果 
A ,办满足 

} I ii (^) II 02( f ) II ^ r * d ? < oo (2.4.11) 

由证明性质 2.4.1 时的类似讨论，有 

j C h h ( f , g ) (2.4.12) 

其中 〜⑻匕 (幻丨 ■? 厂 1 (^，如果(^ 1 4/0,可重写式(2.4.12) 

f = C ^.J % Mf , f { b ) f 2 b (2.4.13) 

注意，仏，办可能会具有非常不同的性质！ 一个可能不规则，而另一个 平缓; 两者都 
不必满足容许条件 :对于 如果 ^{ f ) = O ( f ), 允许化(0)乒0。我们将要利用这 
一额外的灵活性。 Halschneider 和 Tchamitchian (1990) 说，自由地选取^可以证 
明一些有趣的结果(见 2. 9节)。例如，可选紧支的办, support 办，于是， 
对任意 _ r ，只有在 Ka ，*); 1 6 _ |<U | i ? 丨内的</，#，*〉才对重建公式 2.4. 13有贡 
献。称为也在 j ； 上的“影响锥' HDbchneider 和 Tchamitchim 
(1990) 还证明，/在适当条件下，式 (2.4.3) 在 L 2 意义上逐点 成立。 

性质 2.4. 2假定 知也 eLi ( R ) ，也可微， / 2 eL 2 ( R),^ 2 e L 1 ⑻，且 
匕⑻=0=姒0)。如果 /€ L 2 ( R ) 是带限的，则式 (2.4.3) 在每个: T 处逐点成立 
(/ 在1连续)，即 

fix) ^ I (2.4.14) 

证明： 

1. 可重写式 (2.2.14) 等号右边的式子如下 

厶,，〜⑴ =C “ 丨 

I a I 
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= \^ dyM Ai , Ai (x - y ) f ( y ) (2.4.15) 

根据 Fubini 定理，上述过程中交换积分顺序是允许的（积分绝对收敛)。其中 
吣 A 定义如下 

卜 f 77pL dMl (-^V 2 (^) 

lal Aj 

2. 容易计算 府^+的 傅里叶变换为 

(2n)^C^ J Y^]U^) hi 成 ) (2.4.16) 
= JtfMj)— 对 (Aj) (2.4.17) 

其中府 (f) =2(7r)WCfA J* 心(《)，式(2.4.16)通过变量代换 a 

—W 得到，既然 a^(a) 6 i 2 (R) 且化⑷是带限的，有 

I [< c| J -p^|4 I ^i(a) l 2 J 2 (|da I a I 2 I 蚤 2 (a) I ” 1 。 

< C r I ? r 3/2 

根据式 (2.4,11), 府也是带限的，因此 

I M(f) l<C(l+l f |)- M (2.4.18) 

隐含着兑的傅里叶的反变换 M, 被很好地定义，带宽受限，且是连续的 D 

3. M 的下降受兑正则性的控制。对于 ^ 0 , 容易验证 JCf 对 f 可微，有 

命 ( f ) = Mi ) + ue > h (-^)} 

因为可微，所以对于芒 = 0 

= (2jr) 1/2 C^^2^(O)0 2 (O) - 0 
即兑可微。此外，既然 # 2 eP, 有 

I | = | 也 （ f) - ^ 2 ( 0 ) |< cjdx [ - 1 1 

| 办 U)|<C I f I Jd^ I _ 2 U ) l<(T I f I 
隐含着 I [ ^ii + i^(-f)i ] ，所以 >eL 2 , 紧接着由 

{dj： I M ( x ) l< [Jdx(l + j： 2 )'^ ^|dx(l + x 2 ) I M(_r) l 2 j 1/2 

< c[{d?( I Jtf{?) 1 2 + I ^ltf(f) 1 2 ) ] ^ < <» 
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得出 MeL ^ R ). 此外 

itf(O) = = (2n)-^^\da;MU) = l 

4. 使用式 (2.4.17) 重写式 (2.4.15), 为 

/',' U ) 卜） 

-)，(，） 

因为 M 连续可积,并且积分值为 1, 对于 Ai — 0,如果/带限，则第一项趋于 
/( X )，在:<；上连续(简单地使用控制收敛定理就可得出）。第二项的界为 

) it [ j 办 1 ⑽ 2 ] 1 。 

II M || L : 11 /II 巧 CA 严 

因为根据式 (2.4.18)， M 6 L 2 ( R )。 当 A 2 — oo 时，这一项就趋于 0 。 ■ 

注 意:在 Halschneider 和 Tchamitchian 的论文 (1990) 中 t /和仏，也在稍微 一 
般的条件下，证明了这个定理 。 _ 

2.5 连续小波变换的 基础: 再生核 
Hilbert 空间 ( r . fc . H . s ) 

作为式 (2.4.2) 的特例，对于 /€ L 2 W ， 有 

<vj , KrY )( a , Ml 2 ={办 丨 / Cr ) I 2 
换句话说， P - 把 L 2 ( R ) 等距地映射到舳），即上的所有复 
值函数 F 的空间，且 | || FH J ^ I FU , 6) P 收敛； 当賦予范数 

I II . II I ，这是一个 Hilbert 空间。 r _ L 2 ( R ) 的像仅构成一个闭于空间，不是整个 
空间 L 2 ( R ? ; C ^- 2 d fl diO ; 记这个于空间为无 

下面的论证说明推一个 r , k . H ， s 。 对任意 Ft 光可以翻 /6 L 2 ( R),F = 
r ™ V ， 从式 (2.4.2) 可得 

F ( a ,6) ={/,/'*) 

= C ^JT ^^( r -/)( a w ) ( r ™ y ^)(/， y ) 
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( 2 . 5 . 1 ) 


=C ^ 1 f| ^ L -^-K{a^b\a\b / )F{a\b f ) 

a 


其中 ________ 

K(a,bia,b J ) = {T^f^Ka^b') = {f' h ',f' b ) 

式 (2.5.1) 说明 Jf 确实为一个 r . k . H . s . ，作为子空间嵌人 L ^ R 2 ; C^a ~ 2 dadb ) 
(人们也可直接看出，因为这样的再生核公式不能在整个空间 L 2 (?e-,C； l a 2 dadb) 
上成立，所以龙不是整个空间 i ^ R ^ CA — dadfr ))。 

在特殊情况下沒成为解析函数的一个 Hilbert 空间。再次限制函数/，使得 
support / C [0, m ), 这些函数形成 L 2 ( R ) 的闭子空间，记为 H 2 (它是 Hardy 空间的 
一个族)。对于选定的 ，例如 :》 U )=2 f e f ，当 f >0 ; 》( f )=0, 当？<0(0仍然在 
中）。则 T^H 2 中的函数可以写为(仅考虑^>0;参见式(2.4.9)) 

F(a,b)= 

- 2a 1 ^rdf/(f)afe- ,CA+ifl)e 

Jo 

= (2z)a 3/1 G(b + ia ) 

其中是上半平面上 ( lmz >0) 的解析函数。此外,易验证 

| o da| j^ba I G(b + ia) I 3 = Jda ： I fix) I 2 

所以可以 看成: 上半平面的所有解析函数从 H 2 到 Bergman 空间的等距映射， 
所谓 Bergman 空间即为由上半平面的依测度 Imzd ( In ^) d(Re z ) 平方可积的解 
析函数所组成的空间。另一方面，可以证明 Bergimn 空间的任意函数，可通过用 
特定的0的小波变换，与 H 2 相联系:是等距到上的,所以是一个单式映射或酉映 
射。当选另外的，例如0€#,当夕>0时,以5) = ]^^,了胃护的像可由另 
外的上半平面解析函数的 Bergman 空间来确定 

既然 T 胃 L 2 或 T^ V H 2 能由再生核 Hilbert 空间来确定,所以不必惊奇，存在 
离散的点列 U a ，6 j ，/ 可完全由 （ r ™/) u a ,6 a ) 确定且重建。尤其是，如果 r™ v 
/能由 Bergman 空间的函数确定，则显然，它在离散序列处的值完全确定了函数本 
身，因为它毕竟是一个解析函数。用数值稳定的方法重建是另外一件(麻烦)事:这 
种情形不像带限的那么简单，在那里，有一个点 x „ 的特殊序列，其对应的、构成 
S n 的正交基。在 T ^ L 2 或 T^H 2 中，没有那么方便的正交基 e a 』 n 下二章， 
我们将看到这个问题如何解决。 ^ n 

最后，这一节之前，应注意式 (2.4.4) ,或等价的 r . k . H . s , 公式,可看成平方可 


①见本章末注 1 。 
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积群表示理论的结束。在这里，不想讲细节了®。实际上是算子 UU ， A ) 作用 
于0的结果，算子 U 由下式 定义： 

I U { a , b ) f \ { x ) ^\a 

算子 U ( a ， b ) 在 L 2 ( R ) 上是单式的并构成虹 + b~m 

U ( a , b ) U ( a '， b ') : U ( aa\b + abl 

的一个表示 D 这个群的表示是不可约 ( irreducible ) 的（即，对任意/尹0,不存在非 
平凡 g 与所有 U ( a , b ) f 都正交，也可等价地说 U { a , b ) f 张成整个空间 ） 。下面 
的结果正确:如果1/ 是才中 有左不变测度的 Lit 群 G 不可约的单式表示，且 
对龙屮的某些/ 

I ( f , U ( g ) f ) l 2 < oo (2.5.2) 

那么，存在允中的稠密集 D , 使得性质式 ( 2 . 5. 2 ) 对 D 中仟一个元素玄都成立 a 此 
外,存在一个定义 D 上的(可能无界)的算子 東使得 对所有和所有 MAe 才 

{^^.(^)(/11, U(g)/) ( h 2 , U ( g ) f ) = Gj ( h u h 2 ) (2,5.3) 

其中 G ? =〈 A /, 乃,在此小波情形,左不变测度为 a ~ 2 dadb , A 是算子 
(a/) a ⑺ = I f r'f(e) 

式 ( 2 , 5 , 3 ) 是一般的恒等分解！ 

接下来的章节，不再讨论这种群结构,主要是因为我们不久将用到带离散下标 
的小波族，这些与 ox + A —群的子群无关。 

在量子物理，已经研究过恒等分解式 (2.5. 3) 并应用到不同的群与之 
相联系的族 UU)/ 被称作相干态 D 这个名称首次用作联系 WeyHHeisenbe^ 
群(下一节还有相关内容），后来扩展用于其他的群(甚至用于不由群生成的相联系 
的结构)。有关这个主题的很不错的评论和重要论文集可以在 Klauder 和 Skager- 
S tam(1985) 的著作中找到。与 u f 6 —群有联系的相 T- 态,这个群现在被称作小 
波，被 Aslaksen 和 Klauder( 1968，1969 ) 首次构造。 

2.6 高维连续小波变换 

已有几种对式 (2.4. 4) 到 L 2 (R"),«>1 的推广。一个可能是选择小波夕£ 
L 2 (R”） ，使其球面对称，其傅里叶变换同祥也是球面对称 
糾 ） = ?( …） 


® 见本聿 宋注夂 
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并且容许条件成为 

Q = (2兀)"[宁 I v { t ) \ 2 <^ 

与证明性质 2. 1节相似，可证:对所有的 f,g^L 2 (n n ) 

^ ( T ™ V)(a,b) ^ s )( a ， b ) = C//,g) (2.6.1) 

与以前一样，其中且 r b (^) = ^~ n /2 < p {^ A ), a € 
睽 + 4#0，且6£把,公式(2.6.1)可重写为 

f = C~^ (T^Y) ia,b)^ (2,6,2) 

也有可能选择一个不是球对称的心在膨胀和平移的基础上再引入旋转 a 例 
如,在二维，我们定义 

㈣^)) 

其中 a >o,6eR?, 珣是矩阵 

iou&d - sin ^ \ 

lsin0 cosaff J 

容许条件则变为 

C 屮= (2 jt ) 2 |^ I 0(rcm0, rsin^) I 2 < 

对应的恒等分解为 

f = 。攻"乳严 广北 (t ， )U ， u)#.m 

超过两维的构造类似。 M Ur enzi(1989) 研究过这些带旋转角的小波，并由 Argoul et 
al( 1989) 应用到 DLA(Diffusion - Limited Aggregates, 受限扩散集合)及其他二维 
分形 (two - dimensional fractals) 的研究工 作中。 

2.7 连续窗口傅里叶变换 

一个函数/的窗口傅里叶变换，给出如下 

(r 澤 /)U ⑺二 〈/，，’” (2.7.1) 

其中，，’与证明性质 2. 4.1 完全相似，对所有 /,,/ 2 e 
L 2 (R), 有 

“）： 2T ： \{gP(f lf f 2 ) 



它也可重写成 
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/= (2^|| g || 2 }- 1 Jd tu d /( T ™/)( c t ) ^) g lu ' t (2.7.2) 

这种情况下没有容许 条件: 任何在 L 2 中的窗口函数都行。一种惯常的 g 的归一 
化的方法为 II II J = 1( 不需要容许条件是因为 Weyl 〜 Heisenberg - 群的幺模性， 
可参见 Grossmann、Morlet 和 Paul { 1985) )。 

连续窗 U 傅里叶变换也可看成从 P ( R ) 到 r . k . H . S . 的 映射； 函数 Fe 
T _ L 2 ( R )， 都在[ 2 (蛘)中，而且满足 

F (( a , t ) = ^ JJdo ) drK ( co , t -,^ , t ') F { w \ t ") 

其中幻0^;0/，0 = (，'^(迭里假定 Ik II =1), 再次地，选择特定的 g ， 
可将该 r . k . R s . 归结成解析函数的 Hilbert 空 间:如 对于 g { x ) = n ~ i /4 exp ( ~ x 2 / 
2), 可发现 


(7^Y)U ， r 卜 exp[~ ^(u, 2 + t 2 ) - + it) (2.7.3) 

其中 f 是整函数，通过这种方式得到的所有整函数 ji, 构成 Bargman Hilbert 空间 
(Bargman(1961)) 0 

从 g ( x )^ g 0 U)=7r- 1/4 exp (-: r 2 々) 得到的，’ 1 经常被称为基相干态(参见 
Klauder 和 Skag ers tam(1985)) ; 与之相联系的连续窗口傅里叶变换是基相干态的 
表示。 具有很多优良和有用的性质，我们将在下一节阐述其中之对别(: c) 应 

用微分算子 H 二- g +- 1，可导出 

^2 + _ ljjt' l/4 exp (- x 2 /2) = 0 

即， go 是 H 的特従值为0的特従函数。在量子力学中, H 称为谐振 Hamilton 算 
子, go 是基态(严格地说, H 是谐振 Hamilton 算子的两倍)。只的另一个特征函数 
由髙阶 Hermite 函数给出 

仏） = ^ 1/4 2- n/2 («!)-^(x -^)"exp(- j ： 2 /2) 

它满足 

W n = 2 nK (2.7.4) 

(推导式 (2.7.4) 的标准而简单的方法是写成 H = 其中 A = ；r + ：f，A* 是 

QT 

其伴随算子， 

抑 = 2戒；归一化的可以算出来)。众所 
周知 i 九形成 L 2 (R) 的正 交基; 他们因此构成了 H 的一个 H 特征函数的完 
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全集”①。 

现在考虑单参数序列 必： exp (- if *) 少,它们是方程 

i 3 s ( p , = Htp , (2.7.5) 

带初始条件 咖 =0 的解。在特殊的情况 =7r- 1/4 e^exp 
[-( x - r ) 2 /2] ， 我们找到 也 = e'g 》’ 〜 ，其中 w, = ctKXJs2i - isin2i, t 5 - ojsin2i + 
(直接计算容易验址这一点）。那是一个基相干态，当在 
式 (2.7.5) 下展开时，保留了基相干态(除去一个不甚重要的相位因 子）; 新相干态 
(⑴” t s ) 可通过简单的“时一频”面的旋转从初始的 U , r ) 得到。 

2.8 通过连续变换构造有用算子 

恒等分解式 (2.4.4) 、式 (2.7.2) 可以改 写为： 

^〈 •， 〆>〆 = Id (2.8.1 a ) 

^ Jda ) dK -, g lu ' , ) g w ' 1 = Id (2.8.1 b ) 

其中 〈• JW 代表 L 2 ( R ) 中的算子。它作用于 /, 成为 〈/ jW ; 它是一个秩 1 射影 
算子(即它的平方和伴随算子都是其本身，且它的值域是一维的)。公式 (2.8.1) 说 
明，小波族(或窗口傅里叶函数族)对应的秩1射影算子，以相同的权“叠加 '恰好 
是恒等算于(像以前一样，积分式 (2.8.1) 在弱意义上成立)。如果不同的秩1射影 
算子賦予不同的权，再作同样的叠加，会怎么样？如果权函数都是适当的，最终得 
到一个有定义的算子，它不同于恒等算子 s 如果权函数有界，则相应的算子也有 
界，但是在许多例子中，考虑无界权函数是有益的,相应地得到无界算子 © 。本节 
我们将再次看到一些有趣的例子(有界的或无界的)。 

从窗口傅里叶人手。用童子力学常用的记号 A ， g (动童，位置 )( 面不用“频率 
—时间”平面的记号)重写式 (2.8.1( b )), 并且插人权函数加(户， 9 ) 

说=一 pwK ， 〆 ， 9 ) 〆 ’ 9 (2.8.2) 

如果加芒 L =°( ff ), 则 W 可能无界，因而并非处处都有定义，识的定义域可取为 
|/;|办如！ Mp , q ) \ 2 | 1 2 < °°|，它对于适当的功和《将是一个稠 


① 见本章 末注夂 

② 见本牵末注 4 。 
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密集 ® 。在量子力学中，两个有用的例子是 ：（1) w(p,q) = /，得出 + 

C g Id, 其中 t； = Jd 妒 I g(f) I 2 ; (2) w(p,q) = W («?) 对应的丨是势乘算子 
(multiplicative potential operater ) : (讲 /)(J：) = V g {x)f(x), 其中 V g (3：)= 
\dqv( q ) I gU - 9) I 2 。 熟悉量子力学基础知识的读者会注意到，在两个例子中， 
W 算子与“量子化形式”的相空间函数 -w(p, 9)( 单位: 1) 非常一致，伹带了点 
扭 曲:第 一例中，额外的常数 Cy 第二例中，中关于势函数 W 的变量代换。 
事实上, Lieb( 1981) 曾用这两个公式证明 Thomas-Fermi 理论，关于原子、分子的 
准古典理论 ，是“ 渐进”正确的(对于即非常重的原子）；它给出了非常复杂 
的量子力学模型的主要阶次的项^ Lieb 的证明用到上述两个例子的三维情形(而 
非一维）；当然，他真正想考虑的算子是=-吃和 V (^) = 
4+ dr 1 ' 所以他想选一个合适的并处理好额外的常数 c g ，运用其他 
的方式去处理 d 和 id 2 的差别 a 注意，选一个可积而奇异的^㈠）(例如三维 
Coulomb 势），总得到非竒异的式 (2. 8, 2) 型箅子不能代表这种奇异性。 

有许多式 (2.8.2) 型算子的应用。纯数学中，有时他们被称作 Toeplitz 箅子， 
并且整本书都可能写这些东西。在量子光学，他们又称作 “P 型算子”，这个主题也 
有广泛的参考文献(见 Klauder 和 SkagerstamCl981))® 0 但是我们还是回到信号 
分析，并且看如何用式 (2.8.2) 建立时一频局部化算子。 

令 S 为的任一个可测子集。现在我们回到 时一频 记号并通过式 (2.8.2) 
定义与 S 的指示函数 a (当 U， r )eS 时， aU，t) = l， 当 UdeS 时， aU, r ) 
= 0) 相对应的算子仁为 

& = i J 

它可以通过恒等分解技术由下式得到 

(LJ,f) = ~J[dwdr I </，’ , ）| 2 

<Ufd—K/，m 2 = II /" 2 

另一方面，显然 <L/，/»0, 也就是 

0 < L, < Id 

如果 S 是一个有界集，则是一个迹类算子（参见预备知识），因为对于任意 


① 见本章末注5。 

② 见本章末注 I 
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L 2 (R) 中的正交基 U rt ) n ew 

J^(L s u n ,u„) J[ dojd^2 I I 2 

" («..i)€S " 

(据 Lebesgue 的控制收敛定理,积分和求和的 
次序可以交换） 

JJ dtudi||g u,,i || 2 =丨 S I 

(<^,r>es 

其中， ISI 是 S 的测度，接着，存在的特征向量的完全集合，其对应特征值递减至0, 
即 

^• s^n ~ 

- 又 n 会又 n+l 0, liriLA n = 0 

是 L 2 ( R ) 的正交基 

这个算子匕有非常自然的解释。如果窗函数 g 是足够合理的局部 化的， 并且在 
时域及頻域都以0为局域中心，则 〈/, g - 可看成/的“基本构件'在“时一 
频”平面的 U , i ) 附近是局部化的。把这些构件全部加起来又得到/;而仅仅 
是满足 US 的构件的和 。 因此, Ls /' 的作用是:只从/的 “时一 频”平面上与 
S 有关的区域中析取信息，并且，从一个函数的局部化信息中构造，此函数仅在 S 
(或非常靠近)有定义。这就是诸如 2. 3节中 时一频 局部化算子的实质！我们能进 
一步研究比矩形区域[- 7% T ] 更一般的集合 S 对应的 L s (注意，即使 
S =[~ n , n ] X [- T ， T ]， L , 也与 2.3 节中的 QjPaQr 不同)。不幸的是，对多数 
S 和 g 的选择 ， L S 的特征值和特征函数难于表征，这种构造方式作用有限。然面， 
有一种 g 的选择和一族 S 集合的特定选择，使得这一切都显得非常自然面明显。 
取公(工 ）= goU ) 二兀 _1/4 哪（-工 2 /2)，和 S R = |(«，【） ；( 《 2 + ( 2 <只 2 |。我们记相 
应的局部化算子为乙 k 

Lr = 2^ Jf dwd ^*> 

此算子 L R 与 2.7 节中的谐振 Hamilton 算子 H = - + x 2 可交换，这一点 

可从下面的论述中看出。既然、其中 
= </，， 成 OsT = 

所以 

l r ^ = 忐 I “ 〆 .，/ 如 

如果作代换 , 则易得(参见 2,7 节结尾中关子 a s , a > s , t s 的显式公 
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式) 戒“ = eo ，( ' -exp[^ OJ?) je _ifi! go ，f ;另一方面，在（0>“）一（出’，〆） 

的变换中，积分域是不变的(因为这个变换只是 在时一 频空间简单地旋转），所以 
^ JJ daj J dt ， (-,g ,1 '' i ')e' tH! go ，t = e'^Lif 

正如前述， l k 与 H 可互换。接下来可得出，存在一个正交基，在这个基下，1^与 
H 都是可对角化的(参见预备知识)。但是，因为 H 的特征值都是非退化的，只存 
在一个基能对角化 H ， 称作 Heimite 函数(见 2.7 节)。由此知, Hennite 函数心必 
定是 h 的特征函数。特征值可由下式计算 


仏， gT) = («!2")-w( - i) n (aj + itrexp[- j ； (w 2 + i 2 ) - 

(这个表达式有许多计算方法。一种办法是通过 Bargmann Hilbert 空间，将在本章 
末的注3中阐释 ) e 于是得出 


其中 


L iA : 4⑻ A 


x n ( R )- a R K , h ) 

Jf dwdt 1 |2 

^~2 n JT da，dt ^ (a，2 + f2 > ex P [- \ {wl + f2) ] 

J ^ t 2 < R 2 ’ 

= /: drr 古’卿 (十） 

^^llo d ^ e_I 

它被称作不完全 “r- 函数”。从这个显式的 A„(i?) 公式，可作为„和只的函数研 
究它。这里只概括地说一「结果(详细内容见1^1 1 66<^65(1988)) ; 图2.4给出了 
K/e) 对应于三个不同 i? 值的图线。对于每个及,夂(及)随着《的增大面单调递 
减;《小的时候接近1, «大的时候接近0,门褴值对应着急转点，例如定义为， 

= maxj« ; 01/2f , 可得出注意，这个值等于 ; ri? 2 ^r, 也就是说， 
时一 频局部化区域 Sj? 的面积乘以 Nyquist 密度，与 2.3 节的结论 一样; 然而 
# U ; 1 - e > A „ > £ I < 

(尽管可与式 2.3. 2中的对数宽度相比），但与对应于大 i? 的 rttht 相比，仍然可忽 
略，另一与 2. 3节显著不同的是，这里的特征函数九不依赖于知区域的大小(不 
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图 2.4 特征值; = 和 7) 

像捕球波函 数): 它“与的依赖性”彻底集中于义„<印中。① 

对于连续小波变换，存在与上面所讲类似的例子。我们又可在式 (2.8. U) 的积分 
中插人非“常值”函数 6), 构造不同于恒等算子的算子％ —个例子是三维中的 
災 且用球对#的 〆 其中,恒等分解由式 (2.6.2) 给出），也就是说 

(W/)U 卜 C^\^\ R3 db^a 2 (T^f)(a,b)^ b (x) (2.8.3) 

其中 

0(f) = ^(\ S \) 

= ( 2 兀) 3 { 0 心一( 5 ) 

因为 gU) = I门― 2 的三维傅里叶变换是以 6) =乃 /(ai y)( 在分布的意义 
下），容易验证, w/ 也可写成 

(W)U) = (2.8.4) 

因此,< W/,g> 代表两个电荷分布/和 g 之间的相互作用的 Coulomb 势能 e 例如， 
这个公式用于 Feffennan 和 de la Uav e (1986) 有关相对论的物质稳定性论文。注 
意，< W/,g〉 在式 (2.8. 3) 的表示下是对角的(这刚好就是它在 Fefferman 和 de la 
Uave(1986) 的论文中有用的原因）。还需注意，这个对角小波表示完全捕捉到式 
( 2 . 8 . 4 ) 中的核的奇异 性:没 有窗口傅里叶情形下对奇异性的“修剪' 这是由于如 


①见本章末注7。 


45 


下原因:小波能放大奇异性(极短时髙频特征的极端表现），而短时傅里叶函数作不 
到这一点(见 1.2 节和 2.9 节) 

与窗口傅里叶情形一样,我们可以把式 (2.8.1a) 积分限于 U, M —空间的子 
集 S， 并定 义时一 频局部化算子 L s . ，对于可测集 S, 这一算子是很好定义的^且!) 

对于不包括任意使 a =0的点的紧致 S,L s 是一个迹类算子。对于一 
般的 S, 特征函数和特征值可能难于表征，但也有特定选择的0和 S, 使得 L s 的 
特征函数和特征值可明确表示。对它们的分析与窗口傅里叶情形相似，但有点技 
巧。我们不再写有关结果，读者可在 P a ul(1985) 或 Daubechies 和 P a ul(1988) 上査 
询所有的细节。一个特殊的这样的0是，当时，其余为 ( K 此 
处讨论的出发点(见式 (2.4.9)) 的恒等分解为 

其中 ，心， 0， ( f ) 4(- f ) 。考虑的算子 L c = L St 按下式给出 
L c = C ~/ I ^[(• > f + ' b ) f + ' d + 

其中 S c -=Ka，6)eR + xR; a 2 + 6 2 + 1 < 2a( ^, 且 C>1， 在 U,6) —空间上半复 
平面 ( z = b + ia ) 的表示下， S c 为圆盘 \ z ~ iC \ 2 < C 2 - 1 ， 谐振 Hamilton 算子的角 
色由 H 扮演，定义为 

H(/) A U) = + 

对于这个算子 H， 有 


其中 


exp (- iHC 二 、把心 Mt 、 


cosf — zsmt 

其中 z = A + ia 容易验证，流量 t) 在所有圆周 lz ~ tCl 2 = C 2 - l 上保持不 
变，如图 2. 5所示。因此 H 和 L c 可交换，从而它们能同时对角化 ®。H 的特征值 
都有退化度2;对于每个特征值£„ = 3 + 2«，都可找到两个特怔函数 
(〆） A ⑴ = |2 乃 [(« + 2)U + 1)] - 1/2 $Ll(2^e~ ( 

" lo 左 <0 

和 (K) Ad )。 此处，是 Laguerre 多项式 (2 是上标，不是平方）， 

由下而的一般公式给出 


①见本章末注8。 
® 见本章末注9。 
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以工) 


-上… 



图 2.5 


z(t) = 


goosf + situ 
co&t ~ zsin^ 


的通童线 


因为算子心与奇偶算子 (parity operation ) 07/) A ( f ) = / {- f ) 可交换，接着得 
出， 〆 ，同样是 L c 的特征 g 数(由于 H 的退化，并不是 H 的每个特征函数都必是 
L c 的特征函数)。 L c 的对应的特征值是 

A " = A " = (« + i)(i-cTl)" +1 (cTl + ^Tl) 

(这意味着 L e 与 / J 有同样的退化度，所以，这种情况下, H 的每个特征函数都是 
L c 的特征函数)。因此用 必 +么_)和 武 作为特征 函数； 

这样作的优点是这些函数是实的。图 2. 6显示出前几个 乳，必 ( e 表示偶数， 0 表 
示奇数)的图。对于 C 的各种各样的值,； l „( C ) 的图如图 2.7 所示。对子适当大 
的 C ， A „( C ) 起到我们所期望的时 一频局 部化箅子特征值的作 用:当 n 小的时候， 

接近 I ,且 UC ) = 1-^^ 时，迅速靠近0,«依赖于 G 更精确地，对于 
/6(0，1)，；1„(0穿越7时的； 1 为 ^ + 0(1 )(C 大)，且 V (2+ ^*)(1- 
ZCT 1 )*、/ 或 h - lnd + ZW ^- li ^ + OCC - 1 )。 这蕴含着 




特征 函数; / i „( c)>W = 2# u ; A n ( C )^ 
= 2CF _1 (-inr) + c 

其中, F ( f )=2 r - ln ( l +2 f )。 特别地 

I 特 ® 函数; A„(c) > 1 々卜 2CF^(\ra) + c 






c 的曲线 U =0, 
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图 2,7 不同 C 时的特征值 A„(C) 


为了将它与 Nyquist 密度作比较，首先在时一频空间找到 L c 对应的区域的面积。 
为做到这点，我们首先回到有 

jdx I f ± ' b ( x ) I 2 = （妈 ’*) A (f)| 2 f =± ~ 

因此 S c = IU, 6) 6 R + X R;+ & 2 + l<2aCl 对应于时一频集 

S c = |(c 1 t)€ii 3 u 2 + ^ + l< T ^) 

它对应着低频，面切去高频;图 2.8 将时一频局部化集和窗口傅里叶的圆盘情形做 
了对比的面积是1良；| =67^0-1)，结合此式和式(2.8.4)，得 

井 i 特征 函数; A rt (C)>l/2| 

^ I S c I " ~ ' 

= ^F- L (ln2) + 0(C _I ) 

^^ + 0( C ~ 1 ) 

它不同于 Nyquist 密度！这个矛盾是显而易见的，乃由于 A„(C) 下降区的宽度与 
C 成正比，也与 iSj 成正比。对于 e>0, 确实有 


①见本章末注10。 
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特征 函数; 

Sc I lltF-'dind-e) D-F-'d w i)] + o(is c r 1 )| 



图 2.8 时一频局部化集和窗口傅里叶的圆盘情形对比 
U) 不同的 C 对应的集合 S c = ju，™); P (b) 窗口傅里叶 

变换的时一频局部化集(左边, ffl 盘 + 和小波交换(右^的对比） 

与椭球波情形相对比，当 | S |— 花括号内的表达式与|5- 1 旧|3|—样,趋于0; 
在窗口傅里叶情形时， ISI — °° t 它与 IS 卜 1/2 表现相似。当前的事实是，由的 6 的 
非一致时 一频局 部化算子造成下降区的宽度与 | S c I 同阶; 它告诫我们，在处理小 
波时，对有关时一频密度的直觉要特别小心。在第4章还要讨论这个问题 D 

2.9 连续小波变换作为数学变焦 :局部 正则性的表征 


本节内容全部来源于 Holschneider 和 T c hamitchiana990>， 他们发展这项技术 
的部分原因是研究 Ri_m 提出的不可微函数的局部正则性。 

定理 2.9.1 假定 I 办（1+ UI)l0U)|<' 且0(0) = 0。如果一个有界函 
数/有指数为 a ，0< 的 Holder 连续，即 

1 f ( x )- f ( y ) l<C I x-j l a 

则它的小波变换满足 



so 


I T 爾 f(a 、 b) \ :\(f， b ) \<C \a i Q+1 ^ 

证明:因为 | d ^( x ) = 0, 有 

<#.*,/> = jdj ： I a I (^^)[/ U ) _/ ⑴」 

所以 

I l<}dx 1 a r 叫 -* l 2 

<C I a i a+1 ^ I <p(y) H ^ l H 
<C \ a ! 0+1 々 

下面是逆定理 。 ■ 

定理 2.9.2 假定 0 是紧支的,也假定 /6 L 2 ( R ) 有界连续。如果对于某些 a 
G [0,1],/ 的小波变换满足 

1 〈 / ，广 6 〉 1< C 丨。 l a+I 々 (2.9.1) 

则/是 Hfilder 连续的，指数为《。 

证明： 

1. 选紧支和连续可微的办，丨 d ^ 2 (^)=0 o 规范化办以使 C ^ 2 = l 。 则据 
性质 2.4. 2得 

f(x) - 

根据《把积分拆成两部分 , U I <1和 U I , 且分别称两部分为 / ss (小尺度)和 

As (大尺度)。 

2. 首先 / ls 对工一致 有界： 

I/lsU) f 2 ' b {x) I || /" || y 

<4_^0 |£!|_ 叫办(5 1 )1 

^ C|| 02 II r ^f da U r 3 ^ = C < oo (2.9.2) 

其次，着眼于当 | A |<1 时的 i/^U + zO - AsU ) 丨 

I As (: r -v h) - /ls(^) %[ dbl I f(y) I 

J la I>1 a J -a> J -<» 

M¥)l 卜(甲 )- W)l 

(2.9.3) 

因为 I 办 U + O - 办 U ) I < CU | , 且对于某些和 A 的支集 C [-_ R , 
B ]， 可由下式估界 
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(2.9.3 X C \ h \ [丨户 歆工/如 /。)丨 

户 1 a 「 3 


I f ( y ) 


<(TI A I II/II ^da i a r 3 (4 I a I R + 2 ) m < CT \ h \ 

上式对所有 IA 1<1 成立;再加上式 (2.9.2) 的界，可得出结讼:对所有 Ml/ K (z + 
h ) - AsU) I <C l/il ，对 _r 一致成立。注意，这里的估计未用到式 (2.9.1) :/ ls 总 
是正则的。 

3.小尺度部分 /ss 也是一致有界的 

- b 

-| ao \ a \ - J a \ * " | ^ 2 1- 

al(l <2“ 


< c、ll i - l l <1 ^ i«|- 1+a = ^<- 

4.因此我们只需检査对小 A ， 如 UI 幻， + 丨的估计^再次 

使用 | 02(:+ ，） - 办 ( z ) l < C | r | ， 有 
I + a) - f^(x) j 


[ [ d6 I ^ l fl C — 


IAI < lcl<l 

< c \ II H |[ L 2 \ 

J I a I ^1 A I 

6a I a l~ 3+ °(l a I i? +1 /i I 


ck I a \~ ]+a + I h 


•1 


IAI < lel<l 

C\hV 


即 / 是 FMdei ■连续，指数为《。 ■ 

定理 2. 9,1和定理 2.9. 2合起来说明，一个函数的 Haider 连续性，可由它的 
小波变换的绝对值的下降性来表征 (rf= 1除外,没有完全的等价)。注意,我们没 

有假定0本身的任何正则性。除了 0的衰减条件，仅能利用 Jd#U) = 0 (尽管 
这个条件没有在定理 2.9. 2中明显地提出要求，0无讼如何都满足它，否则，定理 
(2.9.1) 的界不成立夂如果0有更多的矩为0,/的髙阶可微性和它的最髙阶导 
数的 Holder 连续性同样能由小波系数的衰减性来表征 :为了 能表征 C" 和 / n) 
指数为 a 的 Ffclder 连续性，我们将需要小波心满足条件对 m=0，l t …，《， 

JdxrVU) =0，当化[0，1]，对于这种小波,有/€0%所有的 
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《 ，都是有界和平方可积的，且的 Holder 连续指数为 a ㈡ 

\(f,f' b )\<C\a\ n + m+a 

在 a 上一致成立。 

重申，我们不要求0的非正则性。 

在这些特征中，最引人注目的要算是它们仅仅包含了小波变换的绝对值这一 
点了。值得注意，只要窗函数 g 选的足够光滑，人们也能从窗口傅里叶变换丁_ 
/(〜，£)的绝对值关于 a 的下降性来导出函数/的正则性。但是，在大多数情形， 
从 I T™/(a,^)| 计算出的 Holder 指数值都不是最优的。为了得到更真实的表征， 
T^n/fa), r) 的相位也应在考虑之列，例如 Littlewood - Paley 型估计(请参看 Fra- 
zier，Jawerth 和 Wiess(1991)) 0 

小波变换也可用来表征局部正则性,其中一些结果由窗口傅里叶变换是不能 
得到的，即使将相位考虑进去也是如此。下面的两个定理可再次从 Holschneider 
和 Tchamitchian(1990) 引来0 

定理 2.9,3 设|心(1+卜1)丨0(1)|<如和| ( 1^( ；1 ：)=0,如果有界函数/ 
在抑处 HSlder 连续,其指数为 a € [0 ，1 ] ,亦即 


则 


I /(x 0 + A) - /( 工。） l 1 ^ C I A 1 " 


l (/,^' V 6 ) j<C I a 1*^(1 a\ a +\b I ") 
证明： 由平移，我们可以假定 抑二 0。再由 }d ㈣ u)=0, 有 

I = f /U)— /(0) |丨 a 1-1 叫 

<c\dx I x r u 

< C I a I aH/2 ^dy [^ + ~j [ ^(y) I 


^ C J \ a \ m ( \ a \ a +\ b r ) ■ 

定理 2 . 9 . 4 设 0 有是紧支撑，又 /eL 2 (R) 有界并连续 D 如果对某个 r>0, 
且 tr€ [0,1] 


对 i 一致成立，且 


K/.^' A )I<C I a \ a+1/z 


K /， n<cu r + Ti ^ j ) 

则 / 在邱点处具有指数为 a 的 ffilder 连续性 D 

证明： 

1.证明的开始与定理 2.9.2 的证明一样,其中的前三点不加以改变地引用过 
来，仅第三点中 a 的角色现在用 y 代替。 



53 


2. 因此仅需检査对小 hlfjxo + h )-/^)] 的估计 D 利用平移,不妨设抑 
= 0,得 

I fM - fjo ) I 

( 宁 )1 

七' 卜 |n + r^[)N¥)l 

含 )1 

DH>( la r+ ri^i) 卜 2 (¥) _ d)l 

(2.9.4) 

其中已假定了 a >7( 如果则变得更简单)。分别用 ThTVA 和乃表示 
式 (2.9.4) 右端的四项。 

3-^<| iuKU ^d a la|- 1 + MI ^2 II l <C|A|- 

4. 在第二项，由 support 0 2 C [ - 得 

W 一 “ 1 ， 1 心 

+ L 一 

< clftfD [ 1 + n g T ^ L ^ fl ^ 1 daUrI ] 

<r I h r 

5 . 类似地，对充分小的 lAl 

+ \ u^ da]arl 11 办 " 

<C I A 1 0 

6 ‘最后 

T 4< ciAi L ,^^ r3 

[ ur + n^f^^V[] (… 尺十…） 

<C I A 1 [1 十 I |- 1+D +u I (1 +1 A r 2+0 )] 

<C" I h 1° ■ 
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对高阶局部正则性的定理也能证明。这些定理证实了人们賦加于小波变换的美誉 
“数学显微镜”的正确性。在 Holschneider 和 T C hamit C hian (1990) 的工作中，这些及 

其他一些结果被用来探究傅里叶级数定义的函数的可微性，这 
—级数为 Riemann 首先研究。 

注： 

1. 所有这些 Bergman 空间都可经由(一个标准的)共形映照变换成在单位圆盘上的解析函 
数的 Hilbert 空间。 

2. 这一段主要参考了 Grc ^ mann , Morl e t 和 Paul (1985,1986) 的论文。他们的结果亊实上是 
可以推广到可约表示的，只要他们找到循环向置 ( A . CWnaim 和人通信)。这对较 
高维情形是有用的,在那里 ox + 群的表示是可约而循环的。 

3-利用单式映射以传输 H 到 Bargmann Hilbert 空间所得到的算子 ff B 是特别简单的 

T ^)- 1 [exp (- 士 U 2 + f 2 ) - + *)] 

= exp (- +( 如 2 + t 2 ) - ytuf) [2(ai + + it) } 

或显然, H s 的特征函数是单项式\(7) = (2"„!)- 1 々：^,下面的讨论将指 
出,它们实际上是在 Bargmann 空间中对应于 Hermite 函数的函数，易于计算 

T ^ A * CT ^)- 1 [ exp (-^-( £[i 2 + if )] 

= exp (- 士 U 2 + P) — ya.t) (- 0U + it)Hw + /() 

所以武=(2" n !)- 1 々( A *)" g 对应 B a ^ gm a nn 空间的(2"7 1 !)- 1 々 (-,.)V = (- £) 乂 U )( 规范化 

II )HI ^ 办 e-^ 2+ A I +匕）氏故 & 本身对应于 Bargmann 空间的常值 

函数1)。这意味着 

(m = exp (- 士 U 2 + f 2 卜 J0 (()( - ))"(2"«!)- 1 ^( (0 + ；()" 

4. 不是每一个无界函数都引出无界 算了; 某些有界算子需用无界权函数才能实现。事实 
上， Kkoder (1966) 证明了 :甚至某些迹类算子也要求有一个非调和(咖-仙 ㈣ )分布作为权 
函数！ 

5. 对于实函数要求^应在这个区域上是本质自伴的 (essentially self - adjoint )。 

6 . 在置子力学中的另一个应用可以在 Deubechies 和 Kkider (1985> 中找到，它指出了倘若 
H 有式 (2.8.2) 的形式，并具有权函数〜(^，…，且这一权函数在户〜—^时是太剧烈增大的情 
形下，如何将对 exp (-抓)的路径积分(数学的面不是完全定义的)写成真正的 Wiener 积分(作 
为基础扩数过程趋于》时的扩散常数)的极限。 

7. 同样的论 f 对所有式 (2. S .2) 型算子 V 都成立，只要其中的是旋转对称的，即 
使它不是一个指示函数可以。一个例子是 u ^ aNd^expt - a (£ u 2 + t 2 )] t 对于它 Gcri 和 Gaut - 
細(1985)首先指出了 Hermite 函数是特征函数(不计及 a , 但其特征值将与 a 有关)。 
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8. 这与 Fefferman 和 de la Uace 对算子式 (2.8.4) 使用的一种式 (2.8.3) 型表示是不一 致的： 
毕竞， Caderan 公式 ((2.4. 4：(与它是本质上等价的)是(在小波分析以前的扶时间)有关竒异积分 
算子研究的工具箱中的一部分，因此它特别适合于讨论式 (2.8.4) 中的奇异核。在这个特例中， 
式 (2.8.4) 甚至对非容许函数 〆 此时, q 被去掉)也有 意义； 在 Feffoman 和鈿 la Llave {1986) 
的工作中 j 被取作单位球的指示函数(它是非容许的，因为它的积分不为零)。 

9. 如果我们作一个附加变换，将上半平面 f 6 + ^ 3 為0!(在共形映照意义下)映成单位圆 
盘,则许多事情将更加明 I :流童对应于绕圆盘中心的简单旋转, H 也类似其特征函 
数，可以简单地表示出来。请见 Paul (1985) 或 Seip (1991) 0 

10. 存在对0的许多其他选择，对每一个选择，对应于 U , M —空间集合 Sc 的时一频空间 
集合知 将取不同的形状，这些不同形状的计算及图形讨论可以在 Daubechies 和 Paul ( 1988) 中 
找到。 



第 3 章离散小波变换 :框架 


在本章,即全书最长的一章里，将讨论非正交的离散小波分解的各个方面及窗 
口富氏变换中的类似性质。本章标題中的“框架”是由不独立的向量组成的一些集 
合，它们可以直接面显式地表达空间中的每个向量的分解 c 我们将同时讨论小波 
框架和窗口富氏变换的框架。后者可以看成是相对于时一频空间中 Nyquist 密度 
的超密采样方法。 

本章的许多材料取自于 Daubechies (— 1990) ， 并经更新。关于框架(以及连续 
小波变换)更详细的讨论和更多的基本定理,可参见 Heil 和 Walnut ( 1989 ) 0 

31小波变换的离散化 

在连续小波变换中，我们考虑 

r b U) = \a r^(^) 

这里满足容许条件 ，为方 便起见，仅考虑(!为正数的情 
况,这样容许条件就变为 

c 9 = {Jder 1 1 i 2 = I $ r 1 1 _ \ 2 <^ 

(见 2.4 节)。我们同时只考虑 a ,6 为离散值的情形。伸缩参数的离散化是很自 
然的:选 “ = 4 1 ，《€2及《 (} 关1均是确定的。为方便起见 假定叫 >1( 这是可以 
的，因为 m 可取正亦可取负）。对 m =0,可自然地离散化6为某个确定的的整 
数倍(知是任意确定的正数)， h 经适当选取以使 机工- 必0)覆盖整条直线。对 
不同的 m，. 叫1〜 u 厂: T) 的宽度是 0U) 宽度的 < 倍（比如以宽度 （/) = 

[jdxr 2 1/(>|：)| 2 ] 〖 々来度量,这里假定|' ( ^1 f(x) I 2 =0),因此6 =咖邱的选 
择确保了离散小波在 m 水平上与 中 ix_ «知)同样地覆盖了整条直线。于是我们 
取 a =喊，6 = «知4■，其中取遍 Z， 卹 >1，知>0是确定的;当然《 0 ,知的选 
取依赖于于是 
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a 0 _m 〜( X n= ao m/2 <p(ao m x - nb Q ) (3.1.1) 

现在提两个问题： 

(1) 离散小波系数</，&,„>能否完全刻画 /? 或者更严格地，能否由 （/, 
&,„〉通过一个数值上稳定的方法重构/ 

(2) 函数/能否写成“构造元素 ”九, „的叠加？能否写出一个简单的箅法寻求 
叠加的系数？ 

事实上，上述两个问题只是一个问题的两个对偶的方面。由下面我们将会看 
到，对适当的/及适当的^。，知，存在0„，„使重构问题的解简化为 

因此， V ( Ji )€ L 2 ( R ) 

(gJ) = TI7g) - 

~ , n ) ( <pm ， n ， /") 


或贫 = ，至少在弱收敛的意义下成立。这是一 个当士 , n 叠加为 

g 时计叠加系数的有效方法。我们将主要集中讨论前一组问题。关于 （1) 与 
⑵的对偶性的详细讨论参见 Grochenig( 1991) D 

对于连续小波变换的情形，只要0满足容许条件，两个问题都可以通过恒等 
分解立即得到解决。在当前的离散情形,没有类似的恒等分解，因此可用其他方法 
解决这个问题。不 妨间: “是否存在所谓的离散容许 条件？ 如果存在，是什么？”首 
先给出间题 (1) 的一些数学含义。尽管离散小波与连续小波一样，可以用于其他空 
间,仍限定 /GL 2 (R) 如果 


或等价地 


〈 /i，‘, n > = (f2^<Pm,n),^ m,n e = / 2 

0, V t = 0 


则函数可通过其小波系数〈/, 来刻划 D 但我们不仅满足于刻划，还要能由 

</，^„,„>通过整个数值稳定的方法重构为了这一算法的存在性，必须使当 
(</ 1 ，心.„>)%6 2与(</2，么,„〉)„ 1 ,„^相差很小时,/ 1 与/ 2 也相差很小。为了 
能精确地描述，需要建立函数空间和序列空间的拓扑。在函数空间，已有 HUbert 
空间 拓扑。 在序列空间，选择类似于 F —拓扑的拓扑，使和 C 2 
= (CH,„ ez 的矩离由 
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II C 1-C 2 | 2 = SJcL, n -ci,„j 2 

来定义，这里隐含假定 

(〈/U … z e W ) 


及 

2 I </-^, n > i 2 < °°,(v/e z . 2 ( r » 

m,n 

在实际中，这是肯定的，下面将会看到,对适当的小波(即 p 具有时频衰减性且 
{d 喊 U) = 0) 即任意的 a n >l,6 D >0, 总有 


2 I l 2 <B |[/[[ 2 (3.1.2) 

假定式 (3.1.2) 满足(以后会看到，无需对心^加以限制），由卜 ( Z 2 ) 中“ 接近” 
的意义，稳定性要求意味着如果 g K /, H > l 2 很小，则 II / II 2 也应很小。特别 

地 ，3«< oc ， 使得由 g |</，心„)1 2 <1，可得出 II / ii 2 < a ， 任取 / eL 2 ( R ), 令 

? =[ s K / UI 2 ] _1/ V , 很显然 z I 1 2 <1，因此 II } II < fl ，但这 

意味着 "" 

I I 2 ]' 1 \\f\l 2 <a 

或 w 

^ II / II 2 < S I l 1 ,A = a -1 > 0 (3.1.3) 

另一方面，如果对所有 /, 式 (3.1.3) 被满足，则只要 ^ 丨 

|2 比较小，距离II /i - h II就不可能任意大,从面式 (3.1.3) 等价于稳定性 
条件，联合式 (3.1.3) 与式(3」. 2), 则3 A>0,B< 00,使得 

A ll / il 3 <2 i I 2 <B II/|j 2 V/e L 2 ( R ) (3.1.4) 

^句话说， I 心, „;7„ ，„ ezt 构成一个框架(将于下节讨论)。框架与由离散小波进 
行数字稳定重构的关系首先由 Grossmarm (1985, 个人通信)提出。 


3.2 框架的性质 

框架是由 Duffin 和 Scha e ffer(1952) 在非调和富氏级数(即函数在 L 2 ([(U]) 
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中按复指数幂 exp ( z _ A „ x ), A n ^27 r « 展开）中首先引人的。 Y OUng (1980) 也对框架 
作过评述。这里仅讨论其定义及一些性质。 

定 义:设(仍) ,'e je Hilbert 空间光如果存在 A >0, B < «=,使得V尤都有 

A||/|| 2 <S 1 (/，^) l 2 < B ||/ ll 2 
;e_f 

称(妁)，巧为一个框架,为框架界。 

如果两个框架界相等 : A = BJU 称该框架为紧框架，在一个紧框架中，有 

H K/ ， 必〉 I 2 = a II/II 2 v/e 才 
由极化恒等式可知至少在弱的意义下，上式蕴含着 
Mf . g ) = 2 I 

或 ' 

卜 AS ( f 冰) 9 , (3.2.2) 

) 

公式 (3.2.2) 易使人联想到/在一组标准正交基上的展开，但是使得—提的 
是，框架甚至紧框架都不一定是标准正交基,如下面有限维中的例子所示。 

例:令 ^0^ = (0，1>，於 2 = ( 一夸， — i ), e 3 =( 夸，_★)， = (% V2 ) 

GJf (见图3.1)，有 

^jl(u,ej)\ 2 = \v 2 \ 2 + I - ^ Vl - ^ 2 | + j ywi + yw 2 j 

因此卜 Q ， d 是一紧框架，但不是标准正交基，因为幻 ，幻， 句_性相关的。 

注意到本例中框架界 A = |， 给出了一个“冗余度"(二维空间的三个向 量)。 
如果以 A 来童度的冗余度为1，则此时的紧框架为标准正交基。 



图3,1 C 2 中 三个向 童构成 一 紧_ 
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定理 3.2.1 设(朽)阳是一个框架，框架界 A = 1，且 || 朽 H 则 

fj 构成一标准正交基。 

证 明：由 </,灼> =0时所有 >6/成立蕴含/=0,故灼张成整个光于是只需 
证明势标准正交。因为 

II f ； II 2 = 2 I ( 9 ”一 \ 2 = II ft II 4 + 2 I \ 2 

阳 m 

而II朽II =1，所以〈巧 W〉 =0 V j ’ 辛 j 。 ■ 

公式 (3.2. 2 ) 给出了一个在框架为紧框架时由〈/， 灼〉 恢复/的基本方法。我 
们回到一般框架上来，看看情形又将如何^首先引人框架箅子。 

定 义:设是龙 的一个框架 t 则框架算子 f 

(吼=(/，〉 

是翊 / 2 (/)= | C = ( C> ) >€;; II c || 2 = 2 l 9 j 2 <H 的线性算子。 

由式 (3.2.1) 知 || Ff || /II 2 , 即 F 有界。 F 的伴随算子很容易计 

算出 

(F* c,/} = ( c t Ef ) = 2 c 7 (/，朽〉= 〈朽，/〉 

因此 



(至少在弱意义下成立，事实上式 (3.2,3) 依范数收敛)。因 || = 故 

IIFVIKb 1 ^ iuil 由 F 的定义有 

I] I (f,%) I 2 = [[F/P = {F*FfJ) 

则框架条件式 (3.2.1) 可改写为 

AId<F*F<BId (3.2.4) 

于是由下面的基本引理知可逆。 

引理 3.2.2 如果才 上的一个有正界的线性算子 S 有严格的常数下界 a 则 
S 可逆且逆有上界《-、 

证明： 

1.记 Ranb): i/6 光 | 3史€%使/=3足|，1^(0是闭的。这等价于 
Ran。） 中的 Cauchy 列有极限且其极限在^⑴内。设 

/„eRan(,),||/ n -/ m || ^0 



当 则有 / b = Sa ， 且 


II g„ - II 2 < a^(s(g n - g m ),g n - g m ) < o' 1 II s(g„ - g m ) II II g„ - g m II 

在第一个不等式中用到这意味着 \\ g n - g „ II 

因此& 构成龙的一 Cauchy 列，它必有极限 gG 尤又因 S 连续，因此有 

limSg„ = lim / n 所以 lim /„6Ran(s) 0 
«-*« 

2. RanG) 的正交补为! OU 事实上，如果〈/,=0,对于任意光成立， 
则特别地对/有 </，S/〉=0。 由《||/|| 2 «3/,/>知||/|| =0,从而/=0。联系 
1和2可知 RanG) 二龙，从而 S 可逆:即 V/G 龙 3 g e 光，使得 f = S g <) 记 S — 1 /。 
g, 此外 


a II S- 1 /II 2 <<SS- 1 /，S- 1 /) = </,S-V)< II/II li 5- 1 / II 
由此，正如前述 ，11s- 1 /! II/II 0 a 

因此 11 (F*F)-* II <A-* 0 事实上，读者容易验证 

B- 1 Id<(F*F)" 1 <A- 1 Id (3.2.5) 

将作用于可得到一组有趣的新向量族，记为； 
fj = (F* F)' l <pj 

则也是一个框架。 

定理 3 . 2.3 (^^幻是以丑—^乂叫为框架界的框架。 

B - 1 ||/|| 2 = 2 I </,?；) I 2 <A- 1 ||/P (3.2.6) 

氏 J 

相伴的框架算子云 : ^/ 2 (/)，(5/)卢</，：^满足云=巧/^?')- 1 ，云4=(?- 
厂广卜/^^^/^厂且^^二^^是正交投影算子以/ 2 ⑴到 Ra^FhRan 
(F))o 

证明： 

1. 作为练习，读者可以验证，若有界算于 S 有有界逆 S — 1 且 S* = S, 则 
从此可得出 

〈/’?>> = (f,(F*F)~ 1 ^) - 

因此 
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= 2 I {{F\F)- l f,<p 3 ) I 2 - II F(F*Fy l f |j 2 

je; 

= {(F^F^f^^FiF^Fr 1 /) = (3.2.7) 

利用式 (3.2.5), 上式即蕴含了式 (3.2.6) 构成一个框架。此外式 (3.2.7) 

还说明？■满足 W ) — 1 〜 〜 

2. (F(F* 

F*F - [F(F*Fr l ]^F - (F*F) _1 F*F = Id 
F*F = F*F(F*FV l = Id 

3. 由？得 Ran(f)CRan(F); 而 广 F), 因此 Ran(F) 
CRan(F),M Ran(F) =Ran(F) 0 令 P 为到 RaiKF) 的正交投影算子，则需要 
证明 i 、 P ，它等价于 i s (F/) = F/( 即知 * 保持 Ran(F) 的元素不变），及对 
所有正交于 Ran(F) 的 c 有 i \ = 0,易证 

FF n Ff = F(F' F)~ l F* Ff = Ff 
且 

c 丄 RanCiOskF/〉= 0, V/G Jf 
^F*c = 0^FF*c =0 ■ 

我们称为(妁) , ej 的对偶框架。易证(^),. €; 的对偶框架又是(朽 )) €J 。 
把定理3 . 2 . 3的结论写具体些 , P F = Id = F j ，意即 

S〈/，9V> 9i = f = 2</.^) 9j (3.2.8) 

jej je; 

这说明我们得到了一个由〈/屮〉重构 / 的公式！同时也得到了写 f 为妁的 
叠加的方法，这决定了 3.1 节中的两组问题是对偶的。当给定框架（鈐) >6/ 时，为 

了使用公式 (3.2. 8)，仅需计算现暂时搁下这一问题，稍后再作 
讨论。在此，首先提出一个常常遇到的问 题:前 而曾强调过框架甚至紧框架一般都 
不是正交基，因为它们甚至不是线性独立的。这样对于一个给定的函数/,将存在 
ft 的不同叠加，使它们的和 均为人 那么是什么使我们对式 (3. 2, 8) 的第二部分 
感兴趣呢？下面会从一个简单的例子得到启发。 

例:在图 3.1 的例中，已经得到 

v : 音6 0 2 

° y-i 


(3.2,9) 
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因为在此例中， -0 ，故下列公式也成立 

厂 1 

v = T + (3.2.10) 

J j = i 

这里 a 是 0 中的任意数(在这一特殊情形，容易证明式 (3.2.10) 给出了对任意^ 
都成立的所有可能的叠加公式)。当《弇0时，式 (3. 2. 9) 似乎比式 (3. 2.10) 更简 
洁。这一结论可精确播述为 

2 I “ ， I 2 =吾 | 卜 II 2 

但 ’ 1 

习 Kw ，。〉 + a I 2 =音 || 2 + 3 丨 a I 2 > 皆 IU [| 2 (如果 a i^O) m 


则 


同理,</,一也将是/到^分解的最简洁的系数 D 

定理 3,2.4 如果/= ^ c } 9 } ，其中 C = (c,.) yej e 戶(乃且。不全为〈/,&>, 
2 I c, i 2 > 2 丨 (/.ft) I 2 

jey 

证明： 

1. /= 灼等价于/=_^<:。 

2 . 记 c = a + 6 ，这里 a eKan(F) ^RanG)，6 丄 Ran(F)， 特别地, a 丄 6 ，则 

[( dl 2 = lUd 2 + [UP 

3. 由于以 Ran(?)， 存在光使得 a=fg， 或 c = >g+6, 因此 


/ - F*c = F*Fg + F*b 

但 6 丄 Ran ( F ), 因此广 6 = 0,且 = W , 从而户容，因此 c = f /+6, 且 

2 I G I 2 = II c II 2 = II F/1| 2 + ]| ft |j 2 - ^ I l 2 + II 6 II 2 

j.ej jsj 

除非 6 = (mc = ^/, 否则它是严格大于 D i |2 ■ 

通过这个定理可以看出 ft 是如何在式 (3.2.8) 前半部起着特殊作用的。这里 
同样没有惟一性:可能存在许多别的（士)满足/ = ^) Uj ，在前而二维 

的例子中如含4 = + a, 其中 a 是0?中的任意向量。由= 0，显然有 

J=1 
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j=i ^ _?=i ；=i 

但是，同样地, 《 ，.没有 i 简洁: 事实上，对 G , fl 〉 关 o 的所有 w 有 

2 I I 2 = S 1 〈 “ 〉 I 2 + I 3(v,a) I 2 

」；1 7^1 

=音 II p II 2 + 3 t (v f a) I 2 > y II t/ II 2 = S I I 2 
对每个框架都有个类似的不等式 :如果 ；E </，朽〉则根据定理 3.2.4 
对所有的 S i <^^) i 2 ^2 i ( i ^) i 2 0 

j 它 j 

回到重构问题上来，如果已知 ;=( 厂 F ) — 1 約，则由式 (3.2.8), 可由</, 
重构/，我们只需计算这只要求出 F " F 的逆即可。如果 S 与 A 很接近，即 
广=£1/八-1<<1,则式(3.2.4)说明与很接近，因此 ( F * F 尸与 
^ gld 很接近，故:与也很接近。确切地 

f = fJ + R f (3.2.11) 

这里 J ? = W - 因此于是心 || < f^f = 
t ， 如果 r 很小,去掉式 (3.2. U ) 中的余项 i ；/ 就得到/的一个坻似重构公式， 

其在 L 2 空间中精确到 g || / 1| 。 即使 r 不是很小，也可以写出具有指数收敛的 
/的重构公式 0 对于同样定义的 K ,有 

F*F = 

因此，由于_圮依范数收 
敛到 ( Id - fi )— 1 。 所以 '"° 

只取其零阶项即为式 (3.2.11) 去掉余项的表达式。截掉其 W 项以后可以得到更 
好的近似 

¥ 击名〜： - 击会、 
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=I Id - if v+1 I ^ (3.2.12) 

这里 

II /- ^ ii 

1 ^} 

u 丨〈卜备〈/，朽〉 ㉔ -宕 〉 1 
= Ii ,| up i I -^.^) I 

= r ^ p, 1 I 

=^ i </,i? N+1 g) k ii/?i n+1 ii/" < (^)^ 1 ii/ii 

由于 td, 随着; V 的增加该范数呈指数性地减小。特别地，&可以用迭代算 
法计算 

^ = aTb ^ + r ^~ 1 

或 

^ 9i 

这里 

4 = a + Tb ^ + ^ -1 ~ Jd， 灼〉 

这个式子看起来很复杂，但是对实际感兴趣的例子而言，很多〈％，妁〉小得可以忽 
略，就不那么复杂了 D 同样的送代计算技术可直接用于/ 

/= (F*F)- l (F*F)f= limf N 

这里 

^'=ATBti Rk(F，F)f 

= 邮 -i 
: h + 身 + - (/n-I-Pj)] fj 

详细讨论了抽象的框架之后,我们又回到离散小波上来。 
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3.3 小波框架 

从 3. 1节看出，要获得从〈/, 构造/的数值稳定的重构算法，要求也„,„ 

能构成框架 D 在 3. 2节中我们找到了在构成框架的条件下由重构 
/的算法，这一算法中框架界的比例是很重要的，本节后面部分将回到寻找这一比 
例的至少一个界的方法上来^但是，首先指出也》,„构成框架的要求隐含了 P 满足 
容许条件。 

3.3.1 一个必要条 件:母 小波的容许性 

定理 3.3.1 如果 0„,„ U ) = ao i % U o - m ： t -« i o )， m ， n eZ 构成 L 2 ( R ) 的 
—个框架, A 、 B 为其框架界，则 

(3.3.1) 

誓 A < f _ 〆 丨阶) |2 <^b (3.3.2) 

证明： 

1. V /€ L 2 ( R ), 有 

A II/II l 2 < B ||/|| 2 ( 3 . 3 . 3 ) 

如果在式 (3.3.3) 中，令/=叫并用满足 || P < co 的系数作 
权，把所有的不等式加起来就得到 ' 

aEq!I II 2 <EqE I (u 冰 , n ) I 2 <bI>, II II 2 (3.3.4) 
特别地，当 C 为正的迹类算子(参见预备知识)时，则 
c = ^q(- ,ui)u lt 

/€N 

其中岣正交， q >0 且 Eq =心(：>0，对于任何这样的箅子，由式(3.3.4)得 

ATrC < S < Q m , n) ^. n )<-BTrC (3.3.5) 

2. 现在将式 (3.3.5) 应用于一个由不同的母小波经连续小波变换而构造的特 
殊算子 C 上。 设是 L 2 中的某个函数，满足支集 AC [0, ⑺），广报― W ⑺ I 2 
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< w ，并且与第 2 章同样地定义 A a ，* = a _1/2 / i (^^)， a ，6€ R ， a >0 j [^ c ( a ， 
6) 为有界的正函数，则 

C = r^yf dfe {. ,h a,b )h a Ma y b) (3.3.6) 

Jo a J-w 

亦是有界的正算子(见 2.8 节 K 此外，如果关于 a _ 2 ck 拍可积，则 C 是 
迹类且 TrC = r%r d 6 c ( a ,6) l |/ a 2 。® 特别选 

j o a J 

[tju( J b I /a } 1 ^ i3£ ^ 

c(a,b) = ^ t 

[0 a < l,a > a 0 


这里 w 为正且可积，则 

c H d m 叫 T) 

且 

TrC = dsw ( I s i ) || A || 2 = 2lnafj dm ；( s ) J || A [| 2 

3. 对这个 C , 式 (3.3.5) 的中间项变为 

^(Op m ,n^m,n) = 2{ ^ l 〈 U a ， 6 〉 l 2 


D a ' b )= « o m ^" 1/2 | d ^( ao m x - nh ) hi : 




ba ^ 


=<^, fe a o a ' a o 

如果分别改变变量 a , 6为，= « 0 - m fl , (/ = 6,则 

2 〈 CA«， n ，d sj a ^ I (0,A a,!, ' n& o) ] 2 

= r s[ ⑽ w ” 1 2 ?功 ) 

这里取 w ( s ) = 这个函数仅有一个局部极大值，且当 | 5 1 增加时单调减少。 


①见本聿未注 h 
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通过对积分的初等通近的讨论(详见 Daubechies(l990) 引理 2.2), 可以看出对这样 
的 w 及任意有 

[dtoU )- 和眶 < f dtw(t) + 

J- W n ^z J - w 

对上述特定的 w 

同时 \p(a,h) I ^ ixf ( O ) = A ， 从而 

S(Qm, n -0™, n ) = rj n dsl <0,A a '*)| 2 + R (3.3.7) 

6 (ho a J -«= 

其中 

! i? t = [ [ db I (tp,h a ' b ) \ 2 p{a,b) < XC h II ^ II 2 

J o a J -co 

C A 如式 (2.4.1) 定义。式 (3.3.7) 的第一项可以写为 

tCK d _) ’制叫 2 

= l^(f)l 2 lft(«f)i 2 = ~\k pjjder 1 1 阶 ) 1 2 

4. 对于所选的特定权函数有 fd 加⑴=|,因此 TrC= iu 11 2 1郎 0 ,将 
所有结果代人式 (3.3.5) 中，得 

A || A I! 2 lna。 < g ll U ^der 1 ! ^(?)| 2 + i? < B u || 2 lna 0 

其中 ii?|<AC A Ml 2 。 除以需 U II 2 并令 A 趋于 0 即证明了式 (3.3.1)。 负频 
率公式 (3.3.2) 可类似地证得。 ■ 

注意： 

1. 公式 (3. 3.1)、式 (3.3.2) 隐含了 一个对 0 的限制，即 

⑴和| 0 -=^茳- 1 |以61 2 <0°，这与连续情形的限制等同（见式2.4.6)。 

2. 在定义时只考虑正的伸缩系数邱 U 的正负可以使础>1或<1, 但 
总有 c^X))。 因此在式 (3. 3,1)、式 (3.3.2) 中将正负鑌率分开讨论。如果允许离 
散伸缩系数取负，则只需讨论 | 'dflf I叫》⑺| 2 (仿上法易证)。 

3. 如果构成一紧框架 (A = B), 则由式 (3.3.1) 及式 (3.3.2) 知 
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特别地，如 果也 ^构成 L 2 (R) 的一个标准正交基 (Haar 基或其他的基），則 

I ^(f) I 2 = f I ? I" 1 I 4 >($) I 2 = (3.3.8) 

容易验证 Haar 基确实满足式 (3.3.8), 我们计论的绝大多数标准正交基都是 
实的，因此式 (3.3.8) 第一式总是成立的。 

4. 01山和5^1(1991)给出了定理3.3.1的不同的证明。 

以下,我们总是假定0满足容许条件。 ■ 

3.3.2 框架界的充分条件琴估计 

并非所有的 中鳥 b 0 均能得到小波框架，即使0满足容许条件也如此。本小节 
只讨论一些使框架存在的 > p , a 0 , b Q 的一般条件并估计相应的框架界。为此，需估计 

2 z K/，i"H 2 

- sir 时(〜叫 2 

丨一 00 I 

=!>? a ° d^o%^f(^ + 2^o m i. 0 " 1 )^(aof + 27t^o 1 )| 2 

( 由周期函数的 plancherel 定理） 

=°° 时| 高 / U + 2為 H (取+ 2為 ’ I 2 
-^系 J : 时⑺价+ 2nkao m bo l ) 在 (咖地(似+ 2哉- 1 ) 

= ?T 拍 f/ ⑻ 1 2 21>(取 )l 2 + Res“/) (3.3.9) 

°Q J -™ m ^z 

其中 R 故 (/) 由下式界定 

^/( e ^ Znkarbo 1 ) 必(砘 f + 2兀祕 0 _ 1 )| 

< 普 2 [J 仗 <^|/(?) | 2 1 0(a™f )||^(ao ^ + 2i:kbo 1 )\ 
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.[11^ I /(f) 1 2 ^ f - 2^o 1 ) I I 0 (^) I ]^ 

(用 Cauchy-Schwarz 不等式，并对第二个因子 
作变量代换卜卜 2 ti 幼 o'W w ) 

< gg I /( f ) 1 k (价) M 取 + 2為- 1 ) IJ 1 乃 

.[j m jell(e)i 2 Z l^(^oOII H 取 - 27tkbo l )\] m 

(对的求和式用 Cauchy-Schwarz 不等式） 

<iwgwi^(-^)r (3.3. 10 ) 

sm /3(s) = suPem s |^(^f)ii0(ag , ?+ s )U 合并式 a3.9) 与式 a3.io) 可 
得① m 

蹲 ii / r 2 Z ) K / 衣 n > P 

, 卜喂 ㈣ oi 2 -g[.+(-$)n (3.3.11) 

胃 ll/ll _ 2 2 K / UI 2 

<g|^l_0i 2 + g[^)/fb)r| as .⑵ 

如果式 (3. 3,11) 与式 （3. 3.12) 的右端均严格为正且有界，则构成框架， 
式 (3.3.11) 给出一下界 A， 式 (3.3.12) 给出一上界 S， 为此，所有 l<UI< aa (对 
非零$，可乘以适当的使其位于该区间，若$ = 0,则仅构成一零测集， 
不影响该处进行的讨讼)需满足：0< a <Z； U (抑 0| 2 < j 3< oo ; 不仅如此， 

m€Z 

S i^(ao^)I^(flo^+.Ol 在 ™ 处还应有足够的衰减性。这里“足够”指 

mSZ 

§ ] i/2 收敛且其和当〜趋于。时也趋于0,这就保证了当〜 

足够小时式 (3.3.11) 与式 (3. 3. 12) 的左边一项夹在两个收敛级数的中间，从而 
九 ^构成 框架。为了满足这些条件，仅需 


①见本聿末注7。 
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• 0 的零点不密集，从而 

Sl ^(^ e ) t 2 > a ^0, (3.3.13) 

• I ㈣ |< Ckh(l 十丨 f| 2 n + (3.3.14) 

4> 的这些衰减条件是很弱的，实际应用中我们还需更多的条件。如果办连续 
并在 m 处衰减，则式 （3. 3. 13) 是必要条件：如果某个非0的&满足 

|》( aM )| 2 < e ，则可构造出满足||/1 = 1的 /& L 2 ( R )， 从而由 （2; r 广 1 〜 J 
I (/,^, n )! 2 <2£ 可得 A <47 t e /~ ®。 如果 e 可取得任意小，则没有有限的框架 
下界（也可参见 Chui 和 Shi (1991), 那里证明了一个更强的结论 

OQ m 

4(戒 0 I 2 < S )。 综上所述，可得如下定理^ 

定理 3.3. 2如果0和叫满足 


一 Lj >( a _ 2>0 

^‘盖々(咖) |2< °° 


(3.3.15) 


而且如果 卢⑴ = suPf ii ^ i (« of + ol , 至少有快于 （1 + 


| 5 |广( 1 + £ )的衰减(£>0)，则存在阈值(6 (1 ) (1 „>0,使得么,„对所有的6 () <(6 0 ) (1 „ 
都构成框架。对知<(~)如，下面两式是以,„的框架界 

如果|在(芒）|«：|?| 0 (1十|6|)'，， (( >0,7> £( + 1，则式(3.3,15)及关于卢的 
条件成立。 

证明 :我们 已经作出了所有必要的估计^ P 的衰减条件确保存在（知) thr ，使 

S 士)]'展？以(⑽ 2 在 6 。 <( 6 。)』立。 ■ 

这些估计的技术思想很简单 :如果 0 是“满 意的”（在时频域上适当衰减， 


①见本韋末注8。 
©见本 章末注 L 



72 


} d _^( x ) = 0, 则存在 a 0 , b Q 的一个范围，使得对应构成框架。由于对4的 

限制条件包含了第2章意义下的容许条件 ，勿， 分别靠近1和0就不奇怪了:我 
们已知式 (2.4.4) 的恒等分解对这样的0成立，自然地期望一个离散化积分变童 
的比较好的方法，使之不至于太多地影响重构。奇怪的是，许多实际问题中的么 
其“好的” U a ， 如)包含了一些离 (1,0) 很远的数值^下面我们将会看到几个这样的 
例于。不过，将先研究小波框架的对偶框架，并讨论这一基本理论的其他形式。 

3.3.3 对偶框架 


如 3.2 节，对偶框架定义为 

I ， ( F ^ FY 1 ^^ (3.3.16) 

其中 F /= 吴〈/,‘,„>化.„，这里已经得到了广 F 逆的显式表示，且具有如 

2 «" 一样的指数收敛性，其收敛比 a 与 (f _〗 ) 成比例。因此框架界 A 、 S 很接 

i 时是非常有用的，但是 t 通常地，式 (3.2.8) 要求计算无穷多项化，„。事情并没 
有我们想象的那么 糟:如 果引人 

(ITf)(x) = ao m/2 f(ao m x),(T < f)U) = f( x - nb 0 ) 

则易知 V / GL 2 ( R ) 


F*FETf = ETF'Ff 

即(广 F )- 1 与 ET 可交换。特别地，由 = 知 

= {F*Fy x Eri^ = EriF^FY^^ 


或 




遗憾的是 F • F 与 P 不可交换，因此，通常还得计算无穷多项。在实际应用 

中，感兴趣的是只在有限范围内有效的函数。在这个范围内的可由1； 2 

3 . 5 节时一频局部化)。如果 吨,、 是整数, jv = 

则易证的这种近似与产可交换，因此这种情况下只需计箅 JV 个不同的 
< k ， 真 n < N - U 不过，对实际上的很多情况而言，这个 N 也是非常大的。因 

此研究几乎是紧的框架(适宜框架- Snug frames ) 即满足 I - 1 < < 1的框架是 
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很有用的:我们可以只取重构公式 (3.2.11) 中的零阶项，这样既避免了讨论对偶框 
架的繁琐,又能对•任意的/得到髙质量的重构。另一方面，存在某些 使 
n 远离紧框架,但这使仅由单个函数产生 

: KM = 工- nh ) (3.3.17) 

第8章将要涉及的双正交基提供了这样的例子。 Frazier 和 Jaw ert h ( 1988) 在他们 
所研究#变换中给出了另外的例子(也可参见 Frazier Jawerth 和 Weiss (1991))。 

必须注意到，和也可以有很不相同的正则性 n 比如存在这样的框架， 

其0比任意多项式的逆有更快的衰减性，但其某些乂,„却不属于 P 即 
使很小(也就是说衰减很慢)。 Da U bechies(1990) 在总第 988 至 989 页①详述了 

P. G.Lemarie 给出的例子。即使所有的均由单个函数 0 产生，类似的情况也 

会发生:存在这样的例子可以任意大)，而$却不连续(第8章双正交基 
给出了几个这样的例子，其中第一个例子由 Tchamitch;an( 1989) 构造)。通过財 
0， ao ,6 o 附加条件可以排除这接差异(参见 Daubecliies(1990) § II.D. 2 pp . 991 — 
992) 0 

3.3.4 基本格式的几种其他形式 

到目前为止，除了要求 a Q > l 外，坯没有对叫加上其他限制。但是，在实际 
中，取叫= 2是非常方便的。这时，由一个尺度到另一个尺度只需翻倍或减半，这 
比其他的 a u 更实用 e 另一方面，我们看到选用满足_ 1< <1的(“适宜”)框 
架要有用的多。从式 (3.3. 11 >和式 (3.3. 12) MA , B 的估计可知 

A <^2 l 0(« oOl Z <-B f ^0 (3.3.18) 

两个要求结合说明础 OI 2 在 f = 0 处应几乎为常数，这一条件很强，一般 

m€Z 

的4 不满足它。比如，墨西哥帽状函数= (1 - _ r 2 ) e — 々在叫<2 1/4 时可 

mei 

导出满足 BM 近似为1的框架，但 在即 = 2却不能，这是因为 I 2 波 
动的振幅太大。为了解决这个问题,在不过多地牺牲选取0 的度及其频带宽 
的条件下，采用 A . Grossmaim , R . Kronland - Martinet 和 J . Morlet 使用过的方法， 
并对音阶采用不同的音频数，也就是说使用几个不同的小波 3 ,…，并考察 


①见本聿末注10« 



74 


框 架|(„;讲，《€2, 1) = 1,...，糾，仿3.3.2节的分析(参见0 & 111«€}^(1990))， 
可得如下关于这一多音頻框架的框架界的估计 

剌 |2 - 咐 :)] 

其中 

R(x) = SS[^(jb:)^ (- kx)] m 

ft^o 1 

^( s ) = sup 2 I ^(2 m f )||^(2 ^+ 5 )| 

只要选取 V , …，妒，使其在无穷远处有好的衰滅性,且其频率局部化的中心之间 
稍有间隔，就可以得到 B/A - 1< < 1( 见 3.3. 5节的例子)==对应于这一多音频技 
术的时一频格与图 1.4 U ) 稍有不同^图 3. 2示出了每个音阶4个音频的例子。 
对每个伸缩步长，发现4个不同的频率层(相应于0 1 ,…， 〆 的4个不同的频率局 
部化)均由同一个平移步长作出平移。这种格可看成是四种如图 1.4 U ) 那样的格 
的叠加在頻率方向上以不同量的扩展,这四个子格各有其不同的“密度”，这反映在 
< p v 有不同的 L 2 范数上。 GrossmamuKronland - Martinet 和 Morlet 则采用了对单一 
小波函数0取“分形”伸缩的方法 

矿 U ) = 2七-”、{2-“-⑽ X 、 

注意 :（ 这样确实能导致不同的 L 2 范数!）这样 g _ |^(2 m f ) l 2 简化为 
S A (2 m / N e ) l 2 且当 iV 足够大时接近于一个常数 。 

" 固定= 2允许对 3.2 节中的方法作出一些修改，这在某些情形是有用的。 
现在回到对 Rest (/) 的估计 上来。 改写为是 = V (2 C + 1)， 其中 1>0, 
A ' eZ , 对应，0 是一对一的。如果叫= 2,将不同的项重组可得 

Rest (/) S Jd ^(?) /(f + 2 n (2 k f + l ) bo l 2 ~ m ) 

* S 0(2 n,，+ ^)i&[2 i (2 m $ + 2jr(2 / + Dfto 1 )] 


(3.3.19) 

(3.3.20) 


W Sl 0(2 m f ) t 2 


由此可得 
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-名>(沙“ 1 )^.(- i ( 2 r + ”) r } (3 . 3 . 21 ) 

+ Ejft(^ + i))^(-^ +i) )r} ( 3 . 3 . 22 ) 

其中 _ 

内 U) = ^sup^S I 2^(2 W+ ^(2'(+ J)) I (3.3.23) 

这些估计是由 Ph . Tchamitchian 提出的 （ Daubechies <1990) 有详细介绍）。注意到 
ft 与0的相位有关，这点与卢不同，从而当 > 不是正函数时式 <3. 3. 21) 与式 
(3,3.22) 通常比式 (3.3.11) 和式 (3.3.12) 更好。如果 > 是正的，则式 (3.3.21) 和 
式 (3.3.22) 是成立的,它们理所当然地可推广到多音频的情形。 



图 3.2 具有4个音频的时一频格。这里的4个音频小波 #,…,〆 
假定为同一函数 0 的伸缩，#如果 
(假定为偶函数)的顶点在士叫附近，则将集中在±2 乂 ― 1 … 柳附近 
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3.3.5 例子 

1. 紧框架 

下面的构造(首先由 Daubechies,Grossmann 和 Meyer(1986) 提出)导出了一族 
紧小波框架。 设^是 R 到 R 的 CH 或 C") 函数并满足 

+ )=|? (3.3.24) 

[1 x ^1 

(见图 3. 3)，一个 C 1 的函数 w 如 

fo _ r<0 

v(x) = jsin 2 ya: < 1 (3.3.25) 


对任意的 叫 > l ， fe n >0, 定义 pu ) 
0 


?</ 或 

/ <? <« 0 z 


{^[2 V \a 0 l(a,-T)n 心〜以 

其中 / = 2 兀[ 60 ( 4 _ 1 ) ] _1 ,( f ) = ( _ f )。图3.4不出了 a 0 = 2,6 0 = l ， 

如式 (3.3.25) 的》+。易证 

| support〆 | = ( a 君 - 1 ) / = 2n/bo 


Eir (^ Ol z = a n « o )-^( o ,»>( f ) 

>n€Z 

这里; t ( o ，《 o 为区间 (0, ⑺）上的指示函数，即当时，: = 当 
氏（0,°°)时， x(o ，《 0(f) 二0。 
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对任意的 /eL 2 (R)， 总有 

2 K /， DI 2 = ⑺一* :[,( °卜 1)] 、 + (取)「 

W+ «^I I a « I 

= f^Jd?| 加 I 背(取 )| 2 

类似地 ， g K/UI 2 = ^- 0 L^ IKf)l 2 ， 于是 

H„;m， n eZ,e = 十或构或 L 2 (R) 的一个紧框架，框架界为对上 
述结果作一点变化，可得一个由实小波构成的 框架: 0 1 = Re〆 = | [ ，+ f ] 和 

^ = 1 01 0 + =古[^ +厂]生成紧框架|必, 11; 讲，《&2 4 = 1， 2 |。这些框架不是 
由一个函数经彳 i 缩、平移得来的，这是对结构中正负频率解耦的一个自然的过程。 
它们在实际中一个很有用的性质是它们的傅里叶变换为紧支的且支集相当小(对 
于适当的叫,知)。因此，这种小波在数值上的衰减很慢，即使选取 ^ etT 5 以使 
< p + - 比任何多项式的倒数衰减得更快 

I ^ (^) KCjvtl +1 ^ l)- N 

也是如此, c N 的数值对实际应用而言也太大。注意，在这个构造过程中，我们没 
有对 ao,*o 附加任何条件。 

2. 墨西哥帽状函数 

墨西哥帽状函数是高斯函数的二阶函数 D 如果将其按 L 2 范数标准化， 
则得这个函数 


0 U ) =^ jt ' 1/4 (1 - x 2 )^ a 

(包括伸缩、平移变形)表示在图 1.2(6) 中。如果取其中一条曲线绕其对称轴旋转 
就可以得到类似于墨西哥帽状的函数图形==这个函数首次并已广泛应用于图像分 
析(至少是在理论上），表 3.1 给出了这个函数由式 (3.3.19) 和式 (3.3.20) 计算出 
的框架界，其中取不同的值和音频数〜且取1~4。只要选音 频赛为 2 
或更多，则对所有的如<0.75,所有的框架可以看成是紧的。值得注意 ,6 e = 0.75 
和〜 1.41( 与每音节两个音频对应)对墨西哥帽状函数而言不算小 
值的最大值点与其零点的距离仅为1,且0的正频率的宽度（以 
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0 2 1$(?)11 2 ^ 度量，其中匕= fd 在4⑻ I 2 )为/^〜1.23。 

对于固定的 N, 足够小的知，框架就近似为紧 框架; 由表中可以看出, A〜_B 与知 
有反比例关系，这与标准向置构成的紧框架中用 A = 5度置“冗余度”这一点是一 
致的(见 3.2 节） ，当如 减半时 A 二 B 自然应该翻番 D 另一方面，由表 3.1 可看出， 
当 6o 太大时 B/A 戏剧性地增加 s 对每个 A/, 表中对应于最后一个 6o( 以 0. 5递 
增)的值是保证 A 的估计(按式 (3.3.19)) 为正的最后一个值，从下一个知开始， 
化,„可能不再构成基。这种当知增加时由好框架到差框架再到非框架的陡峭变化 


最早由 J. Morlet( 1985,私人通信)讨论并成为对它们作详尽数学讨论的一种推动力。 
3. 调制髙斯函数 

这是 R. Kronland- Martinet 和 J.Morlet 常用的一个函数。其富氏变换是移 
位的 Gaussian 函数，以使 ^(0) =0 

>p{x) = 7 t - 1/4 ( e _, V - e -^) e -^ 

通常选取以使0的最高极大值与第二最髙极大值的比近似为2,即知= 7：[2/ 
ln2]^5.3364； 实际应用中常取 & = 5 D 对这个式 (3.3.26) 的第二项很小， 
在实际中可以忽略不计。这个 Morlet 小波是复数的，尽管在其绝大多数的应用中 
仅牵涉到实 fg 号/。通常(见 Kronland - Martinet 和 Grossmann(1989)) 用这个复 
小波对实信号的小波变换常以模一相的方式记载 t 即记为 | 〈/, | 和 taiT 1 

对模的记载特 

别适合奇异件的检测(见 GrDssmann(1987)) 0 对于实的/，通过 /(- 彳 ） ， 
可以得出如下的框架界(这与 2. 4节中对实/的讨论类似） ’ 

A = 竞 |音㈣ 基1>(咖)| 2 + l^(ao m f)| 2 ]- if| 

B ^ |^|y sup[2lii(^f)| 2 + |0«01 2 ]+ i?| 

其中 " €Z 

fi '5,5i A (bWDr 

AG) = + sup^ [ e>(- a 沒 + 4( - 一 J ) I 
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表 3.1 

基于墨西哥帽函数4(文）=2/^ 1/4 (11 2 )^ 12 々,伸縮参教邺= 2; W 是音頻参数 


I 


&0 

A 

B 

B/A 

0.25 

13.091 

14.183 

1,083 

0.50 

6,546 

7.092 

1,083 

0.75 

4.364 

4,723 

1.083 

1.00 

3,223 

3.596 

1.116 

1.25 

2,001 

3,454 

1.726 

L50 

0.325 

4.221 

12,986 

N = 3 

b. 

A 

B 

B/A 

0.25 

40,914 

40.914 

1.0000 

0.50 

20.457 

20.457 

KOOOO 

0.75 

13.638 

13.638 

1.0000 

LOO 

10.178 

1 10,279 

1 1.010 

L25 

7,530 

8,835 

1,173 

1.50 

4.629 

9.009 

L947 

LIS 

1.747 

9.942 

5.691 


N = 2 


^0 

A 

B 

B/A 

0,25 

27.273 

27,278 

1.0002 

0,50 

13.673 

13.639 : 

KO002 

0.75 

9.091 ! 

9+093 | 

1.0002 

1.00 

6.768 ' 

6.870 ; 

1-015 

K25 

4.834 

6.077 

| 1.257 

L50 

, 2,609 

6.483 

2」 485 

1.75 

0.517 

7.276 

14.061 


AF = 4 

b 0 A B B/A 


0.25 

54.552 

54.552 

L0000 

0.50 

27.276 

27.276 

1,0000 

0,75 

IS,184 

18.184 

1.0000 

J.00 

13」 586 , 

13,690 , 

1,007 

1.25 

10.205 

1L616 

1.138 

1.50 

6.594 

11.590 

| L758 

1,75 

2,m 

12.659 

4.324 


这些结论也可推广到多音频的情形。表 3.2 给 出了叫 = 2,不同的知和从2 
到4的不同音频的框架界，实际中的音频数往往比表出的还要髙。 

表 3. 2 

基于调制函数 ，4 U ) = f 1/4 ( e _ V - e - 扣)匕 ：心如) 1 々 

的小波框架的框架界，伸缩参数 = 是音频参數 


N 二2 



A 

B 

B/A 

0.5 

6.019 

7.82Q 

1.299 

1.0 

3,009 

3.Q10 

L230 

1.5 

L944 

2」 669 

1,373 

2.0 丨 

1.173 

2.287 

1,950 

2.5 

Q. 486 

j 2.282 

j 4,693 


N = 3 



A 

B 

B/A 

0.5 

10,295 

10.467 

1.017 

1.0 

5 - 147 

5,234 

1.017 

1.5 

3.366 

3.555 

1,056 

2.0 

2,188 

2.388 

1,372 

2,5 

1」75 

2,977 ; 

2.534 

3,0 

0.320 

3,141 

9.824 
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^0 

A 

B 

B/A 

0.5 

13.8T7 

13.847 

K0006 

1.0 

6.918 

6.923 

L000B 

1.5 

4.540 

4.688 

1,032 

2.0 

3,013 : 

3.910 , 

1,297 

2.5 

1.708 

3」 829 

2.242 

3.0 

Q. 597 

4.017 

6.732 


4. 一个易于实现的例子 

到现在为止，我们尚未提到如何实际地计箅小波系数(/，☆„,„>，实际生活中， 
/并非以函数形式而是以采样值形式给定 0 于是计算 fdx / U )‘, n U ) 就需要一 
些求积公式。对于很小的尺度(大多数负数 m ) ,由于只牵涉到/的不太多的采样 
点，可以很快地计算出。但对于很大的尺度，就得计算很大的积分，对任何给定函 
数的小波变换的计算就会减慢。特别是对在线实施,必须避免这种长积分的计算^ 
所谓的“裤形算法 trous algorithme'^Holschneider et al . (1989)) 就能做到这点，它 
采用插人技术避免长积分的计算(详情清参阅他们的文章、这里仅举一个类似的 
例子(尽管这不是“裤形”），借用多分辨分析和标准正交基的讨论（以后将会谈到） 
即引人一个辅助函数纟,基本思 想是: 假定存在函数4满足 

0 U ) = 2^(^ - k ) (3.3.27) 

k 

< P ( x ) = - k ) (3.3.28) 

k 

其中只有有限个系数非零 ® (这样的函数对弋0有很多，下而给出了一个例子。 
“_算法”对应于一个特殊 iS 满足4 = 1,所有偶数指标的 c 2n =0) 。这里 0的积 

分不为 0( 但0的积分为 0), 标准化多使得 dW ( 幻=1,尽管必不是小波函数， 
定义1，„(；£')=2-" 1 4(2-'-«)，取 ( 1 () = 2,6 = 1 2 显然 

k 

于是求小波系数就简化为计算〈/，‘, J (其有限的组合就构成了 〈/，‘.„>), 另一 
方面 




①见本章末注 
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于是的计算可以从最小尺度开始(这时容易计算)一直到最大尺度递归 
地进行计算。这样一来，只需做简单有限的卷积运算即可。 

下列函数组是满足式 (3. 3 .27) 、式 (3. 3 .28) 的例子 

4 >(x) = + + - 1 )] 


_ =夫叫 ¥) 4 =未(管 ) 4 


它对应于 


Hx ) = 


?^ +2 > 3 

-2< 工 <- 

y - z 2 (l + x/2) 

- 

3l __ ^ / u >\ 


^ L 丄 jc f ) 


h-~ 2 > 3 

l<x<2 

0 

否则 


N 是使 || 0 = 1的常数，可算出 N = , jl 和 0 图示于图 3 . 5U) ,它们不 

像 3.5(6) 所示 Gaussian 函数及其二阶导数。显然0满足式 (3.3.27) ,其中心= 
N , d ±1 = - W/2, 其余的4=0,而 


蕴涵 

♦( 工 ) ^\U2x+2) +■ jH2x + 1 ) + ^{2x) 

+ jH2x - 1) + ^(2^- -2) 

3 i 1 

即勿= j，c ±1 = y， c±2 = 青，其余的 Ci = 0, 对这个0，当 a。 = 2,6。= 1时框架界 
为 A =0.73178, B = 1. 77107, B/A =2. 42022;当佝= 2, 6 0 = 0. 5时， A = 
2.33854』= 2.66717,5仏= 1.14053( 采用 虮 = 0.5 意味着联系 中^氣 n ， 
怂,^和心-^的递推公式要作些修改，但这很容易)。这里我们仅采用了一个音 
频。当然还可以根据不同沿而选取几个不同〆，这样就产生了一个多音频策略 
其更接近于紧框架^ 
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现举例到此为止,0^1^11匕(1990)给出了一些例子(其中一个用式(3.3.21) 
和式 (3.3.22) 估计优于式 (3.3.11) 和式 (3.3. 12))。 当然还可以构造许多其他的 
例子。_虹和 Zhong(1990) 采用的例子与我们的最后一个例子属同一类型，那 

里0是某个积分不等子0的函数的一阶导函数 (所以 J" d 冷 U) =0,但 J" dxx < p { x ) 
7^0)0 


W 

1 

■/V 

v_ 

-2-1012 

Gmissian 

⑻ 

i 

Vx" 

-2 0 2 

Mexican Hat 

w 

-2-1012 

0 

(b) 

-2 0 2 


图 3.5 —个容易实现的 例子; 示于 ( a ); 

为此求比较一个 Gaussian 函数及其二阶导函数示于 (6) 


34 窗口傅里 叶变换的框架 

第2章的窗口傅里叶变换也可以离散化 c 对 
离散化的自然的方法是取 w — rrmQjt — ntQ ，其中叫， r 0 >0 是固定的，; w 和《取逋 
z; 于是得到一族具有离散下标的函数 

gm.n(^) = e^gU - nt 0 ) 

可以对与小波同样的问题求解： 

⑴对什么样的 g Ia ) Q , t 0 能由内积(/，“,„〉表征函数/? 

⑵怎样才能由这些内积经由数值稳定的方法重构函数/? 

(3) 能否给出一个有效的算法将/表示为心^的线性组合？ 

这些问题的答案也存在于同样的抽象框 架中: 仅当^肩成框架，即 3a>0 ， s< 
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« ，使得 

A\dx I f ( x ) 2 2 |</, g m , n )| 2 ^Bfdx [ fix ) I 2 

时，存在由 / 的窗口傅里叶系数</，“,„〉= J " dxf ( xh -^ g ( x - nt 0 ) M ^ /的 
数值稳定的方法。如果心,„构成框架,则任意的 / GL 2 ( R ), 可以写成 

f ~ > Sm , n ) Sm , n ( f > Sm , n ) Sm , n (3.4.1) 

m,n m ,n 

其中=为对偶框架中的向量。式 (3.4. 1 ) 即说明了如何将/写为的叠加 D 
对窗口傅里叶函数框架的详细分析导出了一些由其不同构造而导致的与小波框架 
不同的性质 e 

3.4.1 —个必要 条件: 足够高的时-频密度 

定理 3.3.1 证明中的讨论同样可用于窗口傅里叶变换的情形（当然要做些明 
显的修改），于是得出任何窗口傅里叶函数框架均需满足 

A # IUI |20 0.4.2) 

的结论，其中 A 和 B 为框架界。这里并未对附加任何条件(当然我们总是假定 
g ^ LHn )) o 式 (3. 4, 2) 的一个推论是任何紧框架的框架界为 2； tU 0 A )- 1 (如果 
选 g 为范数为1的函数 ) s 特别地，如果 g „, n 构成标准正交基，则 m to = 2 n a 
不等式 (3. 4 . 2) 中对&没有附加限制，是与连续窗口傅里叶变换不需要容许 
条件相类似的(见第2章)，这点与小波框架和连续小波变换都要求母小波0满足 

jdflfl -7( f ) 1 2 < ⑺不同。另一点与小波框架不同的是 和岣 是有限制 的:对 
于 o ^ D >2) t 的 k 和叫是不存在窗口傅里叶框架的 。 甚至有这种情况 :如果 
叫4>2兀，则 。以如口/以巧叫/為^使得/垂直于所有的知,々）： 
e '_ 。七这时浴^非但不构成框架，就连内积 </, gfn ， n > 也不足以确定 
/。因此我们总要求为了获得好的时-频局部化，甚至要求 mtQ < 2 n 0 
注意小波框架中没有对 a 0 i b 0 作类似的限制！我们将在第4章讨论这些条件，在 
那里还将与小波框架对比起来，对窗口傅里叶变换中时一频密度的作用做较详细 
的讨论，将 u > a t 0 < 2 n 的必要性的证明留待那时。 

34.2 框架界的充分条件及估计 

即使叫~<2兀也未必构成框架。一个简单的反例是 
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g(x) - 


<1 

其他 


只要 r D >l ，无论 o> Q 多小，任何支集在 [ Mo ] 上的/都与‘ n 正交==本树中 es - 
sinA S „1发(广响）1 2 = 0,这正是不构成框架的原因(类似的情形在小波 
框架中也有，见 3.3 节)。 

与小波情形完全类似地推导可得 

inf II/II ~ 2 X\<f^.n )\ 2 

巧卜》 k(H)| 2 -g[^^( 々 )n (3.4.3) 

SUg II / II ~ 2 ^j\<f,gm,n )\ 2 

《 h p ? |g (n) |2+ §ws+( 々 )n ( 3 . 4 . 4 ) 

其中 j 3 定义为 

Mj) = supS I g ( 工 - nt 0 ) I I g(z - 加 0 十 s) I 

与小波情形一样，由贫衰减足够快可得 0 的衰减，因此只要选 Wo 足够小，式 (3.4. 
3) 和式 (3.4.4 )的右边就可以足够小。如果 D I〆 ；>： - I 2 有界且有严格正 

的下界的零点孤立)，则对充分小的 叫，^ „构成框架，框架界由式 (3.4.3) 和 
式 (3.4.4) 给出。简单地说，可以得到下面的定理。 

定理 3.4.1 设使得 


2 I - nt 0 ) I 2 > 0 

2 I g(x - nto) I 2 < °° (3.4.5) 

且則 S 1 It g(z - 叫 ) h ) I 的衰减速度至少相当于 (1 + 

U I ) (1 十 e ) ，e >0,则存在 （( 00 )(^ >0,当 (£ Uo)thr 时， g m , n (x) = e ,nK "a x g (x - 

财 o ) 构成一个框架。且在叫<(叫)如时，式 (3. 4, 3) 和式 (3.4.4) 的右端即为 ^ n 
的框架界 。 ’ 

关于0的条件及式(3.4.5)，只要,例如使4(；0|<以1 + |工|广/> 1 即可 
得到满足。 

注 意：窗 口傅里叶框架具有在傅里叶变换下的一种对称性，这是小波飧形所缺 
乏的。 
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U A ⑺= e _ K 芒-咖 0 )， 

这兹含着当把式 (3.4.3) 和式 (3.4.4) 中（包含在月的定义中）的每一处裏 ，叫， t 分 
别换成士八 0 ,叫时，式 (3.4.3) 和式 (3.4.4) 仍然成立。运用这个注意，将能够算出 
A 的两个估计值和 B 的两个估计值，从而可选出最大 A 和最小的 B。 

3.4.3 对偶框架 


对偶框架可再定义为 

= (F*Fy l gm ^ n 

厂 F 现在是 W )/= 2 </, g m ,„} g m , B0 可以与〜的平移及 

的倍乘进行交换，即如果定义 （ T /) ( x )- f ( x - t 0 ) ,( Ef )( x )= eV/U ) 那么 
F*FT = TF * F t F*FE = EF * F 
同样(厂 F )- 1 也能用 £、 T 替换 3 于是 

ZT , = {F*F)- 1 £ B T n ^ - E^TiF^F)-^ 

或 一 一 〜 

gm . Ax ) = e^gix - nt 0 ) = g „,„ U ) 

其中 i =( 广 F )_ 与小波情形不同，窗口函数的对偶框架总是通过单个函数 
g 生成。这意味着,在窗口傅里叶情形下一个框架是否接近于紧框架并不那么重 

要。如果 B/A - 1不可忽略时，仅需对1计算到高精度，即可一劳永逸地用对两 
个对偶框架去工作。 


3.4.4 例子 

4 . 在时域或频域具紧支集的紧框架 

下面的构造也是引自 Daubechies ， Grossmann 和 Meyer (1986) ,与 3.3.5 节类 
似，在的条件下，可导出具有任意正则性的窗口傅里叶紧框架。如果支 
撑 SU p _ 

=5 o (工 +， s r 
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^ S?JTH S 和 ’ 5)+ + $ 「 

= S5r ，v k( x+/ s)rM x+/ s~^)r 

上式中我们已经用到了对任意 《 至多有一个/的值起作用这一特点，这是由 g 的 
支撑特性所决定的。所以 

21 Jl 2 = ^Jdj ： |/(j:)[ 2 2 lg(^ - nta )\ 2 

当且仅当1： jgU - 叫）| 2 为常数时，此框架为 紧的。 如果 o ^^ r ， 我们可从 


满足式 (3.3.25) 的一个 C 或 C " 函数 u 出发并定义 


sin 

gU ) 二 ro 1/z j 1 



[2 七 1 。』 

a >0 ^0 




O >0 (OQ 

[fU] 

-戈十 “ 工<逯 


其他 


则 g 是有紧支撑的一个 G 或 tr 函数(依赖于 k 的选择）， || g || = i ， gm , n 构成框 
架界为〜(叫〜）- 1 的一个紧框架(已从式 3. 4 . 2中得出）。如果《^ 0 <1：，这种构 
造方式更容易被接受，这种构造形成了一个用紧支撑 g 的所作成的紧框架◦通过 
对它做傅里叶变换,可获得了一种其窗口函数有紧支撑的傅里叶变换的框架 ®。 

B, 高斯窗框架 

在这个例子中 g ( x ) = ； r l / S -2' 对 Gauss 窗的窗口傅里叶函数的离散族 
在各种文献中已经广泛地讨论过。 Gabor (1946) 建议将其用于通信(他提出 
= 2«,但这是不恰当的，下面将论及它），在量子力学中“典型相干态”的重要性(见 
Klauder 和 Skagerstam ( 1985)) 是物理学家感兴趣的 内容; 有关 Gauss 相干态和整 
函数 Bargmann 空间之间的联系使得人们有可能利用 Baigmann 空间采样特性去 
改写关于的结果 D 利用与整函数的这种的联系 ， Bargmann et al (1971) 和 
Perelomov (1971) 已经证明当且仅当时时‘ n 可展开整个 L 2 ( R ) 空间； 
Bacry 、 Gaussian 和 Zak (1975) 用不同的方法指出当叫〜= 27：时，有下列等式成立 


I〈/，&«,»> I 2 = 0 

f^zQ m ' n 


® .见本聿末注12。 
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即使函数系对于展开整个 L 2 ( fi ) 而言是“完全的”，上式也成立 ® (我们将在 
第4章中看到,这是对0^0 = 2^和总具有正则性的直接结论)。因此这是一个 
可以用其内积〈/,心, a > 充分表征函数 /( 如果〈/^^^〈力士^对所有的 
成立，则力=/ 2 )的函数族的例子，但不存在从中重建/的数 

值稳定的重建公式。 Bastiaansa 980，1981) 构造了一个对偶函数 L 使得 

f - 〈',> Stn , n ^ Sm , n (3.4.6) 

其中 L, n - 叫)，但式 (3.4』) 只在非常弱的意义下(在分布的意义下 

-一-见 Jmssena ^ UW ^)) 才具有收敛性，甚至在弱的 L 2 意义下也 不行; 事实 

上，^本身不在1 2 (印中。 

¥ a = 2 JT 的情形已经完全了解了，那么 aVoajr 将发生什么？表3, 3展示 
了对 《^ o 的各种取值下，框架界 A ^ B 和比值 S / A 的对应值，对 A . B 的计算是 
根据式(3.4.3)、式 (3.4.4) 及用二的类似的公式作出的。我们发现，甚至当 Moto / 
27^0.95 时， g 〜 „也肯定构成框架，虽然此时 B / A 已变得非常大，非常接近于“临 
界”密度。也可以证明当 w 0 t 0 /( 2 n ) = l / N , NeN , N > l 时，可以用另—种方法 
去计算框架界，从而得出一种精确值 (含 计算 误差) ，分别代替的较低和较髙 
的 界®。 表 3.3 给出了 ¥0/(270 = 1/4和时的这些精确值，人们可以惊奇地 
发现, A 、_ B 的界是何等接近于这些精确值(虽然，它们是通过 Cauchy - Schwas 不 
等式得到的，有可能相当粗糙 h 将 A 、_ B 的这些值代人 3. 2节末尾的近似公式 
中，则可以对 o ^ 0 的不同选择计算出:的值 0 

图 3. 6显示了对 ai 0 = ro = ( A 2 jr ) 1/2 且 A 的值由 0.25,0.375,0.5,0. 75,0. 95 
到1的特殊选择下 g 的图形^注意到 Bastiaans 的函数 g ■，它相当于 A = 1( 图 3.6 
中右下方)，必须另外计算，因为 A = 1时 A = 0。对于小的 A ,其框架非常近于紧框 
架，且 g 也非常接近于 g 自身，例如 A =0,2 5 时 J 有近似 Gauss 的外观形状。随 
着 A 的增长，此框架变得更少冗余&的根大振植的增长可以反应这一点)也不紧 
凑， g 越来越偏离 Gauss 函数。由 g 和々 有快于指数的衰减性，从^的收敛级数表 

示(见 3. 2节)可以证明$和 g 当 A >0时也有指数衰减性,因此图 3. 6中所有1 
时的心都有好的时一频局部化特征，即使 随着乂 的增加 g 趋向于 Astiauns 的病 


①见本章末注13。 
© 见丰章末注 14 c 
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态 i 时也是如此。对于 A = 1，整个时一频局部化都打破了 ®。 图 3.6 中的图形系 
列暗示一种猜测，它是 Daubechies 和 Gros5mann(1988) 首先提出的，即至少对 
Gauss 函数 g ， 只要 2n, g m , n 都形成一种框架 0 Daubechies 于 1990 年对 
0.996 证实了上述结论。运用整函数方法，这种猜测已经被 
Lyubarskii(1989) 以及 Seip 和 Wallsten(1990) 独立地证明了。 



图3,6对 Gauss 函数 g 和 (00= A =0.25,0.375,0. 5, 0.75,0. 95, 

1时的对偶框架函数^随着 A 的增长 J 越来越是偏离 Gauss 函数(反应 B/A 的增长)， 
而且它的振幅也增大(因为 A + B 减小），对于 k^l,g 不再平方可积 


当然存在着对窗口函数 g 的许多其他的可能选择，但我们将停在这里，转回 
到小波的讨论上去。 


3.5 时 一 频局部化 


研究小波变换 (或 窗口傅里叶变换）的主要原因是它们提供了一 张时一 频图， 
并且有望对这两个变童都有好的局部化特征。曾几次谈过，如果 P 自身在时间和 
频率上有奸的局部化，则通过0产生的框架也具有这种特性。这一节我们想让这 
种模糊的说法更精确些。 

为了方便，假定1 0 1和 I 以都是对称的(例如, 4是实的且对称的，一个好的例 
子就是墨西哥帽状函数) ® ，则 P 是在时间变量上集中于0附近，在频率上接近于 

附近(例如，定义 1 4 > i 2 /[ J * d ? I 抑 ） i 2 j )。如果 f 在时间和频 


①见本章末注 15。 
© 见本章末注 16。 
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1 率上有较好的局部化，则„时间上在附近，頻率上在±糾-"^0附近也有 
类似的局部化。直观地,〈/， H > 代表了 /在时间上在^0^0附近，频率上在 
附近的信息内容。如果/自身在时间一頻率的两个矩形中“本质局部 

化”，则意味着对某些 0< flo<fli < 00 ，0< T < ,有 



*33 

g ( x ) = V /4 exp ( - i 2 /2) 及叫 (0 的不同取值时的框架界尤 B 和比率 BM 的值 。 

对 _o = j ^和 Jr , 通过 Zak 变换(见 Daubechies 和 Giossmanii ( 1988)) 计算出的框架界精确值： 



叫， o = 

~-k/1 




a b 

Aacfft 

B 

^eract 

B/A 

0.5 

1.203 

1-221 

7.091 

7.091 

5.896 

1.0 

3,853 

3.854 

4.147 

4.147 

1.076 

1.5 

3,899 

3.899 

4.101 

4+101 

1.052 

2.0 

3,322 

3.322 

4.679 

4,679 

1.408 

2+5 

2,365 

2.365 

5.664 

5.664 

2.395 

3,0 

L 427 

1.427 

6.772 

6,772 

4.745 




2kM 




to 

A 

B 

B/A 



1.0 

1.769 

3.573 

2,019 



L 5 

2-500 

2.833 

L 133 



2.0 

2.210 

3,124 

1.414 



2.5 

1,577 

3.776 

2.395 



3.0 

0.951 

4.515 

4.745 








h 

A 

Aquci 

B 


B/A 

L 0 

0.601 

0,601 

3.546 

3.546 

5-901 

1.5 

1 + 519 

1.540 

2.482 

2+482 

1,635 

2.0 

1 + 575 

1.600 

2,425 

2+425 

L 539 

2+5 

1.172 

1.179 

2+843 

2. S 43 

2.426 

3-0 

0.713 

0,713 

3.387 

3.387 

4+752 
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~ 3 tt /4 


h 

A 

B 

B/A 

1.0 

0.027 

3.545 

130.583 

L 5 

0,342 

2.422 

7.082 

2.0 

0.582 

2-089 

3.592 

2,5 

0.554 

2.123 

3.834 

3.0 

Or 393 

2.340 

5.953 

3.5 

0.224 

2,656 

11.880 

4.0 

0.105 

3+014 

28.618 


= 

1 今 



A 

B 

B/A 

1.5 

0.031 

2. S 21 

92.935 

2.0 

(K 082 

2.074 

25.412 

2.5 

0,092 

2.021 

22.004 

3.0 

0,081 

2.077 

25.668 

3.5 

0.055 

2.218 

40.455 

4,0 

0.031 

2,432 

79.558 


L e ^ d?|/(f)| 2 >(l-5)|/P (3.5.1) 

f d ： r|/U)| 2 >(l-5)||/|| 2 (3.5.2) 

这里 5 是一个小数，则直观地可以看出只有那些使时一频中 
或者含于或接近于所对应的</， 
乂.„〉对于重建/到一个好的近似才是必要的。下面的定理说明它的正确性，但 
需做适当修正。 

定理 3.5.1 设‘,‘)组成一个框架界为 A 、 E 的 
框架，又 

i 0(_ r ) l < C{l + ^)-^,|0( f )| 

I I I 月 (1 + (3.5.3) 
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其中 《>1，声>0,7>1, 则对任意的 e > O t 存在有限集 S e ( A )， n 1; T ) CZ 2 t 使得对 
所有 / GL 2 ⑻ 〜 

II / _ S 〈/， | 

( m , n )^ B i ( a Qt a i ， T ) 

<Jj[{ 1 df l/{?)l 2 )^ + ( } dr 1/(^) l 2 ) W + e ||/|| ](3.5.4) 

if(<^ ix\>T 


注意： 

1. 如果 / 满足式 (3.5.1) 和式 (3.5.2)， 那么在式 （3.5.3) 的右端的前两项有 
界||/|| ;选择 e 二5,則可推出 | y _ ^2 </，‘， n > X ^|=0 ⑻； 

2. 当 e — 0, 00 (见下面的证明）：只有用无穷多个(/，‘』） 
才能达到无限精确。 

图 3.7 给出了集合4(仏,^!，：0对于一个特殊值 e 的图形，以下证明过程中 
将指出它何以会出现这个形态。 

证明： 

1 ‘ 定义集合 B e ( fio , ili , T ) = j {/ w , n )6 Z 2 ；» i 0 </ w ^» i 1 ； I nb 0 \ 
^叮+^时，其中 叫, Wl 和 r 在下面给出，在该集合中对应于 （ m ,„) 的点 
(邛 《 A 0 , ±«厂知)填出了图 3.7 中那样的形态 D 

2. |/- 2 

= || sup J </. A ) S s </’0 m , n >< U >| 

<jffip, S J:[I 〈 P W ， ‘ ， " 〉 l+ ]I<U〉I 

+ [| sup i 2 S [\( Qrf r ^, n )\ 

T+t 

+ j ((卜 QT ) f ,< p m , n )\ ] I I (3.5.5) 

其中在 UKr 时 ,（ Q r /) U )=/(_ r ); 否则， （ Qr /) U )=0。 又在 

时， （ PrvO A U )=/( f ); 否则 ,( fW ) rt ( f )=0; 由于 构成一个框 

架，其框架界为 B ' A ” 的框架，有 
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E 2|<(卜〜 ) ，，么,”〉 | 〈；_"，叫 

«< Wq 

或 

<( SI 〈(卜 〜4)/，“，"〉1 2 广(21〈1^>1 2 严 

<b^||c^-^)/|a-^ [| a ii 

⑷ i 2 ] 1 ' 因力 imi =i> 

iei<^ 

成旧>\ 

类似地有 

|| sup j 2 2 I 〈(卜 QT)/ ， ^n,n 〉 l〈UM 

<槪， 咖 r 

余下部分只需要检验式 (3.5.5) 中其他两项也以 /|e II /II 为界就可以了^ 

3. 利用相同的(^11<:117-&:11«^策略,可以将式(3.5,5)中剩下的两项归结为 

A- 叫 [ 2 2l 〈 WU| 2 ；r 

m < is 0 fiez 

+ [ 2 2 i(QT/.^, n )| z H (3.5.6) 

Fi&,jl >fl 0 *T+i 

由此可见适当两个方括号中的每一个都比 Se 2 II / P/4 更小。 

4. 用命题 3.3.2 的证明中的同样方法来解决式 (3.5. 6〉之第一项。 

S SIAVUI 2 
«<« 0 n ^ Z 
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• s I ㈣ ?)| 啼 (< 卜 糾 「] 1/2 

Sw > nt 1 

，[} ^\ m \ 2 

.2 卜 (W + 寶 /)| 、(咖 )叫 1/2 (3.5.7) 

其中 0< A <1 取定值。由于 [l + U - dq-yi + dKi + U + s ) 2 ]- 1 #***; — 
致有界，故有 

|^(^ OII ^(« o ?-^)| 

< C [1 + (喊0 2 严 [1 十(咖-寶’) 2 广 
<^(1 + / 2 )-^ 

代此结果到式 (3.5.7) 中可得 


(3.5.7)^^C 2 ||^,n 1 /| 2 

•Sa + ^ 2 )^ 

成„5少(咖 )|2 ㈣ （3 . 5 . 8 ) 


上述对/的和式当 n > i 亦即 a > i / t 时 收敛; 故可以选择例如 a = |(i 十 
r - l ) 0 另一方面，对有 

21 0(«oOl 2CW) <c 3 2 (1 + 4^y T( ^ 


和 


(3.5.9) 


S k (咖 ) I 2( h )< c 5 S U 抑严 w ) 

m<T % 

< C 6 ^ ( w ) a ^ i - A > (3.5.10) 

在以上的所有估计式中，常数依赖于 ao ,6 0 , A , j 3 和了面与和/^无 
关。将它们代人式(3.5.8)选择1' = |(1 + 7'- 1 ),得出 
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如果 

mi ^ Una。) -1 [(T - l) _1 ln(4C7/B;)- lnHo] 
mo < (lmor^TTUT — XYM^Cn)- liA] 

解得 


2 g 


| 2 <B^-||/ll 2 

S>B>in 1 



即为所求^ 



5. 在式 (3.5.6) 中的第二 

二项是比较容易处理的，有 

E 1 

〈 Qt /，0m,n〉 2 


^ e \> % m T+l 



< E I 

i n f, fl i> 0 - B, r+ [ 

fWHQ ^ J 2 


^ 11711 !，^ ... 

4 >{ a^x - nh )\ 


'^'>- c™ r+t 


将对 ” 的求和分成两部分： f) 和 n<-bo l (a^T+t) a 
设〜是大于知 - 1 ^- 1 "!^ r) 中的最小整数，则 

[… 心 2 \4>(a- 0 m x-nb a )\ 2 

!<7 ， da：^) Cg fl + [i + (n - «i)6 0 + ao m (T ~ j ：)] 2 ( "° 

(因为 I a^j ： - nl>o I 
=nAo — d^ m x ^ (w — n \) b ^ + 
t + a^iT-x)) 

<C 9 S[1 + (t + ib 0 ) 2 ]~ a ^c w t~ 2a 

i=Q 

对 ^ 〈 - 冗 1 ^™：^ f) 的和式可类似处理 ^ 随即有 

2 2 \(Qrf>4> m .n)\ 1 <2{m l - m 0 + l)C 10 f- 2Q ]| / || 2 

I n6 0 l rt T+« 

当选择 


t ^ [8(mi - m 0 -t DCtoB" 1 ^ -2 ] 1 ^ 
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时，上式可小于 &H 2 /4 d 这就完成了证明。 _ 

从以上证明中得出的的估计值都非常粗植;实际中，如果 “有 
比定理中更快的衰减速度，则可以获得更准确的值(见 Daubechies(1990)P966)。 



图 3.7 当/在时间上局限于[- 了 ,了]上和在频率上局限于 [-IV -化川办扁比时， 
近似重建构造/的“小波点阵”的集合 B / O ),!!), 了） 

为了以后参考，我们估计作为 flo ， fi 1; 7^ e 的函数的 

# B E ( a ,, fl 1； T )^ 22* o 1 (^ o m r + 0 

_ -ml 

- 2b^ l T —仰 _ 1 — " + 2b^ l (m 1 - m 0 + l)t 

^2 TC n b ^( a{i - 

+ 2e- i/tt feo 1 (lna 0 )- (2o+1Wa C l2 [C 1 3 + Infij - 1 仙产 +i)/2a 
另一方面，时一频区域 [- r , r ] x ([- n lt - a]U [4，化])的面积是 4 T ( n ; - 
fio ), 当 00时，有 

lim 枯 4 /泛 - 1疒 1 s 2/TM (3.5.11) 

它并非与 e 无关，在第4章中将再回到它^ 

定理 3.5.1 告诉我们如果0在时间上和频率上有适当的衰减性，由0生成 
的框架的确显示出时间与频率局部化的特征，至少对于时 一频集 [— T ， r]x 
([- A ， - flo ] U [ fltA ] )是 如此。在实际工作中，人们对许多别的 时一频 集更有 
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兴趣 。 例如，鸟叫的信号，直观地对应于在时 一频平 面上的一个对角区域(可能是 
曲线的），只有时一频中心(邱命，土即在此区域内或靠近此区域的“,„才 
有可能重建该信号实际中确是如此(如鸟叫的信号或别的信号八但这一点难于 
用公式来表达，因为要作到这一点首先需要在规定的时 一频集 上就“局部化”的意 
见达成一致。假定这一集合不像定理3, 5.1 中那样是个矩形的并集时，选用 2. 8 
节中定义的算子 L s 来作(即当 h)/ II < < II /丨| ,/大部分局限于 S 中）， 
那么，只要在 L s 定义中的小波与框架中的小波都有良好的衰减性质时，这个定理 
就几乎是平凡的。对另外一 些时一 频局部化程序（如用 Wigner 分布或用 J. 
Bertrand 和 P.Bertrand( 1989) 的仿射 Wigner 分布），仍期望有类似于定理 3. 5. 1 
的结果，但证明都要依赖于那些被选用的局部化程序。 

对于窗口傅里叶情形有完全类似的局部化定理 o 

定理 3.5,2 设响)组成一个框架界为 A、B 的框架， 
又 

I g(x) l<C(l + x 2 Y a/2 , \ g(f) !<C(1 + f 2 广々 
其中 a>l， 则对任意的 e >0, 存在 （£ ，叫>0,使对所有 /€L 2 (R) 及丁， fl>0, 有 

I, - 2 ( f > gm , n ) gm,nl 

lm 0 i《T+t c 

< / l [( L ,> T d " l ^ )|2 )^ + (f lft> ，"⑷ |2 广 + “ / II ] 

证明： 

1 . 用定理 3.5. 1 的证明中第 2、3 段相同的策略，有 

I/- 2 (/-^, n )L (n |<J|[ll(i-QT)/M(i-p«)/l] 

+ A — 叫 [ I ： S \(^ ，8^)\ 2 } 1/2 

«€Zl nitt*gl >fH 

+ [ 2 2 \( QTf ^ nt , n )\ 1 ] m \ (3.5.12) 

n€ZU fl l>T+e ( 

其中，当时 ld<T 时，， ⑷…匕斥/⑴屑则为零。 又对的一切 f ， 有 
(Pn/) A (f)=/($)， 否则为零。只要能证明式 (3.5.12) 中后两项均以 B 1/2 e j| / |[ 
为上界，则定理就被证明了，且首先集中子最后一项。 

2. 2 2 

《 Hi ， 卜 )11 ’ 卜 5’ 川办 1。) 1 - 5 卜— 
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<—[ Acl / U )! 2 S | gU - J ’- 也 o )| ] 

卜 々 k 1/2 

- [j dy\f(y)\ 2 2 卜坩 。 )| I 士 - 晌 )1] 

l>«T 1n^l>T+^ 

|々|<T 

<^IIOr/H 2 2 2 ,s® UU-«r 0 )| 

娜 tGZ\id a i>T+t t Xx ^7 I 叫 1 

卜亡卜 r 

.[ l + U -^ Z -也。 ) 2 厂。 (3.5.13) 

容易验证上述和式中 m > & 1 (T + O 的贡献恰好等于《 < - 以 1 ( 了 + r e ) 项的贡 
献; 因此可以在加以一个因于2的代价下限制于对负 k 的讨论。当 i 为正时，我 

们再定义 ；v = ：r-@Z, 这样也可以仅限于负 Z 的讨论 0 于是有 


式 (3.5.13)< bc 2 l |/ ll 2 S 2 
w 0 


[1 + (x + nt a ) 2 ]~ a/ 


+ 5 /+ 叫 ) 


<# C 2 II/" 2 S S 

如 0 lrtt 0 J ^ T + H^O 


( nt 0 ~ T ) 2 ]~ a/2 \] 


^-T + ^V 


然而，对任意卜^> 0 ,有 


'En + ifi + viyr ^ 

i = b 

<(1 + fJL 2 )~ an + {"irtl + ( 卢 + vx) 2 ]~ a/2 

<(1 + + 2 a/1 士厂办 [/IT7 2 + y]—* (用 a 2 + * 2 > + + W 2 ) 

<(1 + fi 2 )- a/1 + 2 a/1 -u~ l {a - 1) _1 <1 + ju 2 ) -1 ! 1 
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由此 

式 (3.5.14) <^^11 /II 2 E [l + int ^ T ) 2 ]-^ 

设 Ml 是大于 T+t t 的最小整数,则由上面的计算可得 
D [1 + U 0 - T ) 2 ]— 1/2 

<2[l + ((«-«i)ro+^) 2 r^ 

n = "l 

< C 2 (1 + t 2 t )~ a+i 

总起来说，有 

E S KQr /,^, n )| 2 < C 3 (l + ^) _0+1 II/P (3.5.15) 

meZl it^DT” c 

其中 C3 依赖于 a > Q ,£ Q ,£ T , 但 C 不依赖于了或 fl 。 

3. 类似地可证明 

S 2 !<^£i/^m, n )| 2 <C 4 (l + 11/II 2 (3.5.16) 

而由于 a > l , 所以只要适当选择 L 叫 (与 T 或 n 无关!），总可使式 (3,5.15) 及式 
(3.5.16) 小于& 2 || / || 2 /4, 这就完成了证明。 ■ 

图 3. 8给出了一个与时-频矩形 [-T,T]x [- afl] 相对照的满足I卿0 1 < 
a+ % ,U 0 |<T+^ 的点阵 (mj) 的示意图。其 “e^T 有不同于图 3. 7的形状。 



图 3.8 在时域限制在 [- T , T ], 頻域限制在 [- fl ， fl ] 
的函数经由傅里叶变换而近似重建时,格点的集合乓 
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让我们再对扩展箱 B e - \ (m ,n)\\ meno \ ^ fl + a> e , \ + tj 中的点数 

与时-频矩形[- t ， t ] x [ - an ] 的面积作一比较，并求出当 T , n 增大时这一 
个比值的极限 


#B e (T,n) 2coS l (il + a, e ) -2to l {T+t e ) , w 
4Tn ^ 4ra — UoM 


(3.5.17) 


与小波不同的是，这一极限与 e 无关。 第4章将回过头来解释它的意义。 


3.6 框架中的冗 余:能 得到些什么？ 


正如不同框架界表所显示的，框架(小波或窗口傅里叶函数的)可以是相当冗 
余的(当框架很接近于紧框架时且框架向童又已规范化到可用 （ A + S )/2 来度 
量) d 在某些应用中（例如 Marseille 组的工作中 ■ —-见 Grossmann , Kronland _ 
Martinet , Torresani 的论文），因为人们需要去表示近似连续变换，这种冗余坯应该 
是追求的。 J . Morlet (私人通信, 1986) 很早就注意到冗佘可导致鲁棒 ( robustness ) 
性,意思是说冗余可以使得在低精度下（如在两个字节上）获得的小波系数〈/， 
„>却可以在相对高的精度下重建/。我们可以按如下方式来理解这种现象。 
设为某种框架(不必为小波的或窗口傅里叶函数的)。假若这一框架是正 
交基，则 


是一个单式映射 (unitary map ), 而且 f 在 _F 下的像是整个 "(Jh 但如果该框架 
是冗余的，即 4 是不独立的，那么尸才的元素将是一些其构成成分满足某些关系 
的序列，且 nEan ( F ) 仅为/ 2 (/)的一个真子空间。框架愈冗余， Ran ( F ) 就愈 
“小”。如 3.2 节所示，重建公式 

f : S (/^； ) <pj 

je; 

含有在 Ran ( F ) 上的投影，可以将它重写为 

f=F*Ff 


当 c 丄 Ran ( F ) 时, > c = 0 。 如果在对每个系数</,办〉上掺人一个参数 4 ( 例如舍 
人误差）重建函数的总误差将会是 

f BeP ^ = F*(Ff+a) 


由于 P 含有在 Ran ( F ) 上的投影，序列中正交于 Ran ( F ) 的分童将不起作用，面 
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且我们也希望 II f-fm II小于« II。这种效果在 Rsn(fT 愈小”，即框架愈冗 
余时，更为显著 3 

现用 3. 2节的二维例子作一解释， 并弓正 交基进行比较。令= (1,0) , = 

(0,1) ,ej = u 2 , e 2 = - yh _ ★ m 2 , e 3 = y - y m 2 ; { «i, w 2 丨组成 O 2 的一组正 

交基 ， h ^ d 组成一个框架界为 I ■的紧框架，如果在系数 ~ >上加上#，其 
中… 是均值为0、方差为1的独立随机变量，则重建时误差的期望值为 

e (|/-2 «/-»；) + ^ kI 2 } 

} I 

= e 2 0{ fl 2 1 2 ) = e 2 I{«i + ai ) = 2e 2 
如果在框架系数 (/, > 上也; iui 呼，则 

I / -((/. ^-) + || 2 ) = 12 m 1 2 ) 

e 2 i(ai + «2 + «3 2 - ai«2 - a 2 a 3 - a^i) = -je 2 

这说明它(关于逼近的)有了超过正交基 I 的增大因子！ 

类似的讨论可以用在小波或窗口傅里叶框架中。为了限于对有限多 个么， „ 
或心,„的讨论，可以限定/在[ -T, T] x ([- 〜 - a] U [‘仏])上(小波 if 
形)或在[-7',7']\[-仏卬上（窗口傅里叶情形)具有“本性局部化”，这样就可 
以找到一个有限的扩展箱尽(见 3.5 节），在其上有 

||/- [|/|| 

(窗口傅里叶情形有类似的结果 )a 假定该框架是几乎紧凑的， 

将加到每一个〈/，么,„>上并约定 E (〜, „， = 
0,于是有 

£ ( 1/ _ ^ 1 S ((/，（"〉 + 1 2 ) 

<e 2 !l/il 2 + ^ 2 (^B e )A- 2 (3.6.1) 

其中已用到了 I化.„ II =1的假设条件。现在用将 i 0 缩小一半的方法使冗余度增 
加一倍，则由此得到的新框架也是儿乎紧的（见式 (3. 3. 11)，式 (3.3.12)), 其框架 
界 A' 为原来的两倍;新的 “ e 箱”也将含有原来的两倍多的元素。这样 

= j(#B e )A ~ 2 
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即冗余度加倍带出了小波系数误差减半的效果。对窗口傅里叶变换也可同样进行 
讨论。 

上面的讨论是相当有启发性的 0 它暗示了这些结果还可以在相当程度上给予 
加强: Morlet 观察到的增大因子事实上其价值远超过了以上讨论中所得到的结论 。 
近来 Munch (1992) 还提出紧窗 CI 傅里叶框架当 kUTO — UvokJV - SJVGJV , 
N >1 时对于正交情形的增大因子是面不是 N - 1 。 他的证明中以 vT 1 为整数 
作为基本条件，但是很难相信同样的现象不会出现在; T 1 为非整数的情形中；同样 
对小波框架它也可能是成立的！我们将以上的设想作为对读者的挑战…… 

3.7 —些结论性的注记 

在这一章中我们已较深人地研究了从序列 )„,. nez (及其变化—— 
见 3. 3,4节)重建/的问題，其中 < p 7 li , Ax )^ a ^ mn ^( a ^ m x ~ nh ) 0 已经看到， 
要想数值稳定地重建出/，仅仅在心,„ (: r ) 构成框架才有可能，并已给出了 n 
为框架时的重建公式 s 而且(倘使也^保持为一个框架的条件不变），人们还可以 
获得其他的重建公式。作为本章的结束，我们略述 S , Mallat 的处理，它更多地着 
重于解决平移的变异问题。 

本章中已经描述过，离散小波变换有髙度的平移变异性。这意味着,两个彼此 
具有平移关系的函数可以有相当不同的小波系数。这点在图 1.4 的“双曲格点 
阵”①中已表现出来，其中轴0起了基本作用。在实际上，人们不可能使用无 
穷多个尺度，常常是切除掉很低和很髙的频 率:仅 用满足的 m 。这 
样得到的截断后的格点具有在平移知2%下的变异性(为了简单，此地选 ao = 2), 
而且对/的(不同的)时间采样步长(实用中/通常是用采样形式给出的）它述可 
能是很大的，设 A 是/经平移关他 n 2 〜而 得到的，则力有不同于/的小波系数 c 
例 如当平移量为其中叫< m 若 w > w , 则 （/, 0 m ,„) = (/, 
U 若没有这一公式。这一现象对某些应用(尤其是那些需要 
“再识别”/的应用)可能是一个真正的问題。 S . Mallat 在一次近似的意义下提出 
了如下解决 办法： 

. 计算所有的 J " dx / U )0(2-„2_ 、）= 〜,„(/)(例如 3.3. 5节中所 
示的特殊的0,在/具有/ V 次采样形式吋，它可以经过 CJVlgN 次运箅完成) ^ 

• 对每一层仅保留是局部极大(作为„的函数)的^„ ⑺。 这大约相当 


①兕丰聿末注 17 。 
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于高冗余度下〜， „(/) 的子抽样。事实上，子抽样所包含的数目正比例于原来数 
目的 F ™ 倍; 它约等于不太大的冗余度框架所具有的数目。但子抽样仅与/相适 
应，而不是先验地附加一个“双曲格点阵' 

把上述对分解的规律集中起来， Malkt 提出了一种重建算法，它在应用中已获 
得相当大时成功(见 MaUat (1991))®。 1992年 Mallat 与 Zhong 将程序推广到二 
维，并用于讨论图像。理解 Mallat 算法的方式之一是将 Z — 

成为基本框架(注意在每层 m 上按规范化计算，大多数的框架向量都发生了变 
化)。其次，为了得到稳定的重法，向量族还必须满足框架条件式 (3.1.4); — 
旦该条件被满足就可以提出多种重建算法。可以肯定地说, Mallat 的极值算法比 
标准的框架逆算法是更为精彩的。 


注： 

1. 如果任意的/能够写成这样的叠加形式，则也被称为“ 原子' 其对应的展开式被称 
为 11 原子分解”。原子分解对除以外的许多空间都已被研究过并早已应用子调和分析之 
中。对整函数空间的原子分解请见 Coifman 和 Rochberg (1980)。 

2. 除了对非常恃殊的 f 外，这一结果都成立 。 如果各 ^组成一个正交基(见第4聿及以后 
几章），则关子该正交基的展开式提供了一个离散型的“恒等分 解式％ 

3. 用极化恒等式可以从 f ± g \\ ,\\ f ± i g \\ ，而得到 </，d 

W = I W f + g \\ 2 - W f - g \\ 2 + i \\ f + ig \\ 2 - i \\ f - ig \\ 2 \ 

4. 设 (/„)<„ 是由的有限子集构成的一个增长序列，即当时厶 C 九，且当 n 趋向 
00 时 ,(/ n ) n e » it 向于 J ， 即则当 ™ 时，有 

| f* c - 

分两个步骤如以 证明： " 

• 若 则 

1 - 2 ^；| 
jej n 2 叫 

" su pii/ii=i[< 2 / >\ 1/2 

< su pii / ii = i ( 2 I ^1 3 ) 1/2 (21<^'/>1 2 ) 1/: 

J 6/ 

<B^( 2 I Cj \A m 

而乂 0 

它在时趋向于0。 因此％ = 组成一个 & uch y 序列，其极限亨在 L 2 ( R ) 中。 


①见本聿木注18。 



• 对这个 ，与 任一个 /GL 2 (R) 有 
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<!?./>= lim<^,/} ^ 



= So 〈也，/卜 (c,Fff 

iej 


因此， i ?= F * c c 

5. 此结论证明如下： 

• {R(f+g),f+g)-(R(/~g)</-g) 

= 2{R/,g) + <Rg,f) = 4Re(Rf,g ) (因为 K* = 只） 

• ReiRf , [ II/ + ^1 2 + Ul 2 ] = ll,l 2 + IUII 2] 

• I (Rf,g)\ - {Rf,g)W^A{Rf,g)\ 

<yfvA [ ll/ll z+ \\(Rf>g'>g / i (Rf<g> 11 2 ] 

<辦[1/1 2 十 lull 2 ] 

• II R II ^supII/II ; 1 ，| =il(J?/i^)l<^ + ^ 

6. 直观地， C 可以理解为一个以 CU ,6) 为权的秩 1 的迹类算子 〈•，#，” V ， 6 的4加。如 
果 C 关子 a _ 2 dad 6 可积，则个体迹当賦以权 CU ，6)( 它们都等子 1) 是“可和的_’， 
整个叠加起来存在有限迹 


这种手工式的讨论可以通过通近的方法而梢确地作成 D 

7. 此处运用 "essential infimum” (记作 ess inf) ,其定义为 

ea^nf^/U) = infla; t ly;/(;y) ^ a\ I > Ol 


其中 41 代表 /1 〔卩的 1^1 1 ^ 测度 „ essinf/U) 和 inf/U) 在正测度要求之间存在差 别:如 
果 /(0) = 0,/(1) = 1 ，对所有的 1 尹 0 ，则时 1 /(1) = 0 。但因为除了一组不值得考虑的零测度 
集外，有 />1 ，故 dnfjU) = U 但成许过于考究了 , 事实上，在大多数使用的条件中,如果以 
essinf 或 esssup 去替换 inf 成 sup, 其结果也不会是无效的。但是在通常情况下不值得这样去做 ； 
因为实际中要处理的表达式通常是连续函数，对其而言 , inf 和 Wnf 是一致的。不过在式 <3.3. 
11) 中情况又不同：即使对一个非常光滑的必，因为趴 0> = 0, 和式為 U(4f) | 2 在处也 
是不连续的。例如，对 Haer 函数， I0U)| = 4(2«) _1/2 | f ^ 时 2 |J-(f)p 

= (2ir ) M ， 当时则为 0 。因此有必要计算其 essential infimum ， 它的 infimum= 0c 

8. 此条件虽涵 ^ UUffOl 2 的有界性和扒 s ) 的衰减性两个结构 
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及 


I I 2 S I 邱 O ! 2 

<C 2 d°[ 2 4™ + 2 a o™^ + ao ffl )' r ]< 00 
/ s ( j -)= f a ™ f ) t 2 1 0 ( a ™^ + ^>) I 

s£ C 2 ^ sup 1 ao 2 a™ (1 + I (■ j I i )-< r -°> , * 1 


+ ^[1+ |^fl')(l+ 丨咖 + 十 ）] ( _T_ " W | 

Trt = 0 

在第一项中用 | s |>2 时 ，I 卜 1>^ 的结论，可得 

(1+ |吨？+ s | 2 ) _1 <4(1 +1 j l 2 )~ J 


对 Ul <2, 有 

(1+| ao ? + ij 2 ) “<1 <5(1 + U I 2 )' 1 
这样一来，一旦 a > o , r > a ， 第一项以 cru + urow 为界 s 当利用 
^SU|> B (1 + y)i.l + (x - : y)” _1 [l t (r + >o 2 ] _l < °° 

的结论时，第二项将以下式 

C (1 +u + 1 邱？ | 2 )- £(r - a) 々 

为界，其中 0< e < 1是任意小数，而1< | ? | < a () , 当 T > a 时，它有界 C 7" 
(1+ | s |2)-( r -»}( i - e W ( 这样，当 0</)<r _ a 

lKs )^ C( P )(i +1 s i 2 )-^ 

而如果(0>1，则有 

9.若》连续而且在~处有衰减性，则 y UUM )| 2 除卜0外，均连续。故存在 a ，当 

lf - f 0 K « 时，2 I 办(奶 ） l 2 ^| e ; 对， ◊，定义一个函数/，当 If - loK ， 时， /( f ) = 
(2, r 1 ' 其他的 e 处/⑺ = o a 则有 


2 I 〈 K "〉 I e + T 5 (2 a') _1 

m,n^Z L °O mt k^Z 
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4 + ® § 



(用关于积分的 Cauchy-Schwaryz 不等式） 


< + W 1 f df I 0(a^?) j 3 

Z 如 c 


<-|-e + 2 q supXI^o I ^ ( fl o ?) 1 2 


如果对 r>l 时有 0(fKCU+ 1 d 2 )_ T '则这个无穷和式对 f 是一致有界的，而且能够选 
到，使得整个不等式的右端<2^ 

11当心 Daubechies(1990)pp. 988 - 989例于中的一个锖误 3 对 U W ) A 的公式应作成 
Uoo) rt = fp 如并推出对小的户的 ft M e 1/(R) 的结论。我很乐意向指出我的错误的 Chui 和 
Shi(1991) 致谢。 

U. 这里与多分辨分析稍微不同，此地的式 (3.3.27) 也含有一个尺度因子2 


>p{x) - > AH 2^： - k) 

k 

12. 人们也能够在 g 和&的 无紧支撑的情况下造出紧框架来。例如，当&和^都有指数衰 
减时即可作到 3 作这件事的方法之一是从窗口傅里叶框架出发，设窗函数为并定义函数 G 
^(F’F)- 1 ^， 其中 函数系6„ 1 ,„(工）= 6 一。工0(1 —招 0 )(其中 


叫，印与的相同)将构成〜个紧框架。事实上 


= g |</，( F * F )_\, H > l 2 = 1： H ( f * f)-^/,^„)p 

= ({F' F){F' FY m f) = li/li 2 

函数 G 的计算可以利用 ( F * F )_ 1 〃的级数展开来完成，该展开式与 3 . 2 节中 （ F * F) — 1 的级数 
类似。如果 S 和々 有指数衰减性(特别当 g 为函数时)，则 G 与它的傅里叶变换也都有指 
数衰减性，更详细的大量的例子及有趣的应用请参看 D^bechiesjaffard 和 J_ e (1990) u 

13. 在 Bac^Grwsmarm 和 Zak(1975) 的证明中运用了 Zak 变换，并将在第4章中介绍并引 
用它。关于他们的论述详细内容可参见 Db U bechks(1990)。 有趣的是，将他们的证明稍加推广 
即可证明当去掉函数系必》,»中的任个(而不是两个)时，它也将生成整个 L 2 (R) a 

14 . 这些公式再次运用了 Zak 变换 e 它们的推导可参见 Daubechies 和 Grcssmam (1988 ); 
Daubechies( 1 WO) 还对他作出过评论。 

15. 在一些应用中, Bastiaans 的结果可以对人们为了恢复稳定性进行的“超采样”（即选择 

行为作出正确的解释。但是，即使使用这样的超采样技术仍然可能用到 Bastiaans 的 
病态对偁函数(参看，例如 Pbrat 和 ZeevKlSSS))。 当叫 h =冗时,^„可以分成两个族, 
^ m ,2„ + i 其中每一个都可以看成是 Gauss 窗口傅里叶函数在= 的函数 ，一 个由 g 本身产 
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生，另一个有 gU - h ) 生成。这两个族都可以用来写出具有坏收敛性(在 P ( R ) 中不收敛）的 
展开式 (3.4.6), 而其函数值可以看作两个展开式的平均值。在分布的意义上说这是对的，而且 
(用 Bastiaansg 的去尾方法——与 Zeevi 的私人通信 (1989)) 似乎也得到一种合理的收敛性(可 
能由于互相抵消的缘故)，但缺乏较好的时一频局部化性质，估计使用较优的对偶函数 $( 与图 
3.6 中 A = 5的图形相对应)有望获得更好的收敛性。 

16. 这种对称性肯定是不必要的。 

17. 事实上，对于在正负频率半平而上的双曲几何而言，它是真正的双曲格点阵。 

18. 但是,注意到 Y . Meyer 近来已证明了上面构造的 〜,„(/) 是局部极大,它不足以完全 
表征函数尺 



第 4 章 时一频 密度和正交基 


本章分为两节。第1节借助于窗口傅里叶变换讨论小波变换中时一频密度的 
作用特别地，对于窗口傅里叶变换，正交基仅在 Nyquist 密度下才可能，而对于 
小波却无这种限制。这自然引出第2节，讨论两种情况下正交基的不同情况。 

4.1 在小波变换及窗口傅里叶变换中时 
一频密度的作用 

我们从窗口傅里叶变换开始讨论。在式 3.4.1 中曾提及只要，不论 
g 如何选择，函数族(心, 

gm . n ( x ) = e ^ gix - nto ) (4.1.1) 

都不能构成一个桓架。事实上，对于任意 g€L 2 (R), 可以找到 /€L 2 (R) 使 
0。但对于所有 m , n ^ Z ,( f , g m J = 0 o 例如，假 设岣二 2兀,^2,那么这样的/ 
函数容易构造:对于所有=0,则 

0= jdx - e z ^ f ( x ) JU ~ 2 n ) 

= L djc ' + 1 ) gix + l - 2 n ) 

i ez 

因此只需找到/押使+ / ) g(x + l -2rt)=0。 现定义对于0«1，/ € 

Z,f{x + l) =( -iy-g{x~l -l)o 显然， J^da: I f(x) I 2 =厂 ck I g(x) I 2 , 因 

此 /€L 2 (R) 且 /^0 o 然而， J ^ f{x + l ) • g(x + \- 2 k ) =2(- 1) ; * 
_ _ 1 iez 

g ( x - l -\) • Jix + l - 2 n ) ，该式在代人 / =2” - r - 1 后刚好符号相反， 
因此为0。对于任何其他= 可采用同样的方法构造，这可推广到 
cMo >2 jt 且 2(^) _1 aj 0 i 0 是有理数的情形（见 Daubechies(1990)，P978)， 如果 
(2^)- 1 ^ 0 >1 而且是无理数，还不知且 /]_〜,„ 的显式构造。 Rieffel 
(1981) 利用 von N e _nn 代数证明了这样的函数/的存在性。如果考虑性能良 
好的 d 即 g 具时频衰减性），而且仅对证明 g„ ^能否 构成一个框架感兴趣(这比 
证明存在 / 丄心,„容易），则 H. Landau 的下述结论巧妙地解决了这个问题。如果 
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| g U)!<C(lh 2 )- 气 liU)<C(l + ? 2 )_ 叫并且 g> „,„ 构成一个框架，则定 
理3.5.2表明仅利用|_ 0 1<^1、|«^ ) |<丫上的〈/,&,„〉就可重构[-7\7']\ 
[ 上的本性局部化函数 /( 有—个小的误差)。如果 support /U) = [ - a 
n] 并且 [} |j|>r d^ I fix ) I 2 ] 1 。< ell /II JU 

II /- 〈/‘ ||/|| 

一 

根据此公式，所有这些函数能以任意小的误差表示为 i m ,„ 的叠加，其中 II 
<a> Q - 1 (D +幻 ， I « I <‘ 1 ( 了 +幻，这里5依赖于所允许的误差而不是 n 或7\ 
然而 ,2. 3节中 Landau、Poliak 和 Slepiar 的推论表明 [ _ ⑴上满足 f dx 

I fU ) I 2 </JI/II 2 (0<7<1, / 为定值）的函数空间中，包含至少^^ 
o|ig(irr)l 个不同的规范止交函数(适当的椭球波函数)。所有这些不同的正交 
函数都能用一定数量的的线性组合加以近似，只要的数量超过这些正交 
函数的数量，即只要(2兀广心了 - 0 (ig(n:r) K4W 1 ‘ 1 ⑴十5 )( 了 +幻， n ，了为 
任意值。当 n，7^m 时，⑸”切^^广旧叫化幻“这仅是证明的框架# 
细证明请参考 Landau(1989)) 0 

实际中要得到好的时一频局部化特性，就不得不限制 叫 •砧<2冗(严格不等) ：当 
叫 ■ k:2 tt 时在时域或频域(甚至两者都)局部化特性变坏。这在以下定理中阐明。 

定理 4.1.1(Balian-Low 定理）如果 - «) 构成 L 2 (R) 

的一个框架，那么 ‘ a： 2 I g { x ) I 2 = ⑺或者 Jdf ‘ f I g(?) I 2 = 

在证明本定理之前，先回顾一下它的历史并作些说明。最先分别由 Sian 
(1981) 和 Low(1985) 为了正交基 （ 而不是框架）提出该定理。他们的证明基本相 
似但都包含一个技术上的缺陷后被 R. Cdfman 和 S. Semmes 解决。 这个证明在 
Da U bechies(l 9 90)PP9 76 〜9? 7 中推广到框架。结果， Battle(1988) 发现了一个完全 
不同而又非常巧妙的证明，该证明在1988年被 Dtaubechies 和 Janssen 推广到框架 
(即为下面给出的证明）。 

使函数族 e 2 ^gU - «) 构成正交基的两种常见 g 函数为 

— I 0 ^ 办)， 

在第一种情形中 Jd?. f I HO 1 2 =» ;在第二神请形中 fcb . x 2 I 奴: r) I 2 
= oo。JenseruHoholdt 和 Just es e n (1988) 证明有较好时一频局部化的 g: 构请紅 
函数使 g 和&均可积(即 Jdx I l<oo,Jd ⑴⑺| <00 ),但是它们的衰减 
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相当缓慢,见定理 4.1.1。 

注意:定理 4.1. 1的公式中条件限制 W „ = 2^, t 0 = l 并不苛刻，只要满足 ov 
4:2穴该条件就成立，从百算子 （OUhUinWj.gUKW 1 工）就足以看出 
这点; 将V作用于^,,(文）= 6‘々(工-扣 0 )即可得到服„,„(： 1： )4 21 ^(叫） 
(x - n) 0 

用所谓的 Zak 变换证明定理4+1.1。该变换定义为 


( Zf )( s , t ) = Se 2 ^*/(s - I ) (4.1.2) 

1^2 

首先，这个变换有意义只要/对使所有5满足 D 丨 /( S _ 0 i ，特别地，只要 
\/ U )\< ca + i x \)- (] ^\ 结果这种对 z 变换限制条件的解释可推广到 l 2 ( r ) 
至 l 2 ([ o ， i ] 2 ) 的酉映射。因为 

• 〜,„(：*：) = 6 21 ^7(：!：-«)构成1 2 (|()上的正交基,其中 


心）= 


0 < r<l 

其他； 




= ^ ms e-^ itn (Ze)(s ! t) 

• (办 ) G,r) = l 在 [0，1] 2 上几乎处处成立。 

Z 将 L 2 (R) 上的一个标准正交基映射为 L 2 ([0，1] 2 ) 上的一个标准正交基，因 
此2为酉映射。我们可将 Z 映射 L 2 (R) 的图像扩展到一个与 L 2 ([0,1] 2 ) 同构的 
空间《从式 (4.1.2), 可以看出，如果允许(以)超出 [0,1 ] 2 


(Zf)(s,t + 1) = Zf(s,t) t 
(Zf)(s + l,t) = e 2 ^(Z/)(s,t) 

因此可以这样定义穿空间 

烹= I F：i? 2 ^ C;F(s +1) = F(s , r) ,F(j + 1, i) - ^ Fis . t ) 

N, F l| ! = [ dj ds I F(5,«) I 2 < oo} 

Jo Jo 

于是 Z 是 L 2 (J?) 到芝的酉映射。逆映 射为: 对任意 

(Z^F){x) = Pdt . F(x,t) 

Jo 


这里,假设积分存在（否则，要讨论极限 ) D 

Zak 变换有许多精巧而有用的特性，正如其他精巧而有用的概念一样，它多 
次被发现,并在不同的领域具有不同的名字。它也称为 Weil-Brezin 映射，据称甚 
至 Gauss 也发现了它的某些特性,它还被 Gel'fand 使用过 D J.Zak 独立发现了这 
种变换并进行了系统研究，开始应用于固态物理学，然后推广。 Janssen (1988) 发 
表了一篇主要关于 Z 变换在信号分析中应用的很有价值的文章。 
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这里仅涉及的 Zak 变换的两方面的特性。首先，如果 g m , n { x )=^ imx g ( x - 
n)M 

( Zg m J ( s , t ) = ^ e 2 ^( Zg ) U , t ) 

0£如上面我们已经指出，特殊情况下 g = e ) ，因此 
2 i | 2 = 2 1 ( z f ^8 m , n ) 1 2 (酉运算） 

m t n€2 rrun€Z 

= U I P ds[' - e 2 — ^(Zf){s f t){Zg)(sa) t 2 

=f ds \ dt \ ( Zf ) ( s t t ) I 2 I Zg ( s , t ) I 2 
j 0 J 0 

同样我们有丨乘上窆空间，式中 F * F /= 2(/, 
g 市 Jg 一 这里需要关注的第二种特性是 Z 和 Q , 尸运算之间的关系。 i ’: P 运 

定义(或者更准确地，(丹 ')▲(<) = 

moo 可以验证 

[Z(Of)](s,t) = s(Zf)(s,t)-^ i dt(Zf)( s ,t) 

这意味着 / dn 2 |/ U )| 2 < m ，即， QfeL 2 ( R) D 当且 仅当心 （ Z /)€ L 2 ([0, 
l ] 2 ). 类似地可得 ， I d ?-? 2 l 7 (n 1 2 <«=或 P /€ L 2 ( R ) 当且 仅当心 （ Z /) GL 2 
([0,1] 2 ))。现在我们可以证明定理4, 1.1 了。 

证明： 

1- 假定&,„构成框架。因为 

S I II 2 -£d^dt2/(5,r) I 2 I Zg ( s , t ) l 2 

并且因为 z 是酉的，于是 

0< A<l Zg ( s , t ) l 2 < B < co (4.1.3) 

2 . 对偶框架向量由下式给出 

gr»,, = ( F * - F )~ l g mf „ 

(见 3.2 节 ,3,4.3 节)。因为 Z (广 . F ) 厂 klZgl 2 的倍乘，所以 

Zg m ,n = I Zg l~ Z Zg m .„ 

或 

(^ mi „)(s,t)=i z g (s,t) r^^-^iZgXs^) 

=(4.1.4) 
由式 (4.1.3 ) 知上式在爻 空间。 特别地，由式 （ 4.1.4 ) 可得 

g m , a U) = ^ ,mx g(x - n) 

且 
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^ = l/(2g) 

3. 现在假定 Jdn 2 I g{x) I 2 < ' ? 2 I I 2 < 00 ，即办々6 

L 2 (R), 这将导出矛盾，定理并由此得证。因为 Qg、 尸 geL 2 (R), 我们有心（々）、 
3t(Zg)eL 2 ([oa] 2 )oM __ __ 

3sZg = {Zi )~ 2 琢和 dtZg - (Zg)- 2 diz^ 

在 L 2 ([0,1] 2 ) 中; 于是 ^,PgeL 2 (B) 

4. (g ， g m ， n ) = ( Zg , Zg mt „) 

= £ds _[> 2^(s,t) Zg{s' ： t)^ im! ^ ,in - 

类似地 

(g>gm,n) = ^oKo ( 4 . 1 . 5 ) 

5. 因为级、按 eL 2 (R) 并且因为 (A, 丄 ，而、 (丄,丄 ，心 构成二元框架。有 

(Qg.Pg) = J](Qg,g m , n )(g m ,^Pg) 

但 一 

(<^^m, a )= }dj ： - xgix^^gix - n) 

=Jdr * g{x)& 2vimx (x - n) g(x - n) 

(因为 <g，U = S m9 d„ 0 ) 

=(g-m,-n*Qs) 

同样地 

(gm,n,Pg) ^ (Pg,g-„,- n ) 

所以 

(Qg,Pg) = 'EiPg^-m^Jig-m.-^Qg) = (Pg,G^) ( 4 . 1 . 6 ) 

上式最后一项有意义，因为 Pg、Q^GL 2 (R)。 

6. 我们已经引出矛盾 〆 级 ，玲〉 = 〈作， $ 〉是不可能的。对于任两个函数 

/i ， / 2 满足 I / 7 (xc) t<C( 1 + - 1 ， U KC( 1 + f 2 ) - 1 有 

<Qfi.f/ 2 >= }dj： - Xf t (x) if 2 '{x) 

=-1(^) + /iU)]/ 2 (i) 

二 -i(h,f2U(Ph ， Oh) 

此外，因为，％兔 6 乙 2 ( 印，存在〜满足 + 

C„(l + ^)' 1 , 使泣 g„ = g , UmP ffn = Pg,UmQg n = Qg ( 例如心 = H *〉 
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H t ，这里戌为 Hermite 函数丸 可以为 g 构造一个类似的序列 h 。 于是 
( Pg , Qg )= Um ( Pg „, Qg „) 

= Um [{(^ n ,(^ n ) + i { g n , g n )] 

= (Qg,Pg) + i(g,g) 

考虑到式(4.1.6)可得<1^) = 0。然而从式(4.1.5)得到<1$〉= 1,这将引起矛 
盾，于是定理 得证， ■ 

至此我们归纳结论 如下： 

• w (^ 0 >2 ir ^ 无框架。 

• 存在框架，但时一频局部化特性不好 0 
• 叫 k <27 T - 存在框架(甚至为紧框架)具有良好的时频局部化特性(见 3.4. 
4. A ). 

这由图 4.1 所示给出叫平面的三个区域代表。 3 . 4.1 节中已指出，正交基 
仅在边界情况叫 z a = 27 r 情况下才可能。由定理4, 1. 1，说明 g „, n 满足式 (4.1. 1)， 
正交基！ 心, „ ; OT ， n ezi ; 时频局部化不好。 

事实上，是由构成框架的 “时一 頻密度”的一种度量。我们将这种 
“密度，，定义为 


\ (m,n);(mw 0 ,nt 0 ) 6 AjJ / I Aj I (4.1.7) 

式中 s 为 FS 2 中具零 Lebe^gue 测度的子集 D 该极限与 s 无关，等于 U ~)'! ，这个 
密度与 3.5 节中时一频局部化特性的讨论一致（见式 （3.1. i 7))d ( o ^ 0 )_ i > 
(2 j : 广 1 这种限制意味着一框架的时频密度至少为 Nyquist 密度(见 2.3 节的一般 
表达式 ) D 实际上，定理 4. 1 . 1 表明如 果窗口傅里叶框架要具有良好 的时一 频局部 
化特性，必须严格限制在 Nyquist 密度之上。 



紧框架具有良好的时一頻特性,分界线 叫 = 2兀仅存在正交基 


①见本章末注2。 
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让我们转到小波讨论，其情况是完全不同的。对于小波展开无“明确” 的时一 
频密度的定义。在 2.8 节中的局部化算子研究中已经看到这 点:对 于窗口傅里叶 
变换，过度区中的特征根数量变得很小(与1附近特征根数量相比 ) n 而在小波情 
形，当局部化区域的面积趋于无穷时，这两个数量都为同一数量级。这使得不可能 
用 Nyquist 密度作为一个精确的比较。 

对于离散小波族类似情况也常常发生。在 3.5 节用框架讨论时一频密度时， 
我们看到在时一频平面上，一个本质上集中在 [- T , T ] x [- n ,- fl 0 ] x [ n 0 , O 1 ] 
的函数可以用有限多个小波很好地逼近。不像窗口傅里叶变换情况下，该数量与 
时一频面积打说，-%)之比取决于所希望的近似精度(见式 (3.5.11)), 这使得 
不可能用 N yqu i st * 度作一个精确的比较(正如连续小波中一样)。另一方面，如 
果我们试图模仿图 1.4 U ) 中双曲格点定义，就会发现 

^ I ( m , n );( mu ) 0 , nt 0 ) € Aj t / I Ai I 

(式中 5 的选择使分子为有限值)并不随 A — oo 时趋于一个有限值。例如 ， S = 
[- T , T ] x ([- 2 ' - 2 、] U [ 2 ' 2 m 0 ) 且叫= 2 ，足(； 0 在 〆 1 — 

与 2 P ( l - -2 m n ) 之间振荡，式中 p 取决于所选小波 

^0 时一频局部化中计算所需小波数量时碰到的问题可能是由该现象而不是框架 
缺少一个面有的时一频密度而引起。因此我们将进一步 研究。 

正如前面曾提到的，小波框架无需预先限制膨胀和平移参数的范围:任意 
& 0 所定义的紧框架对于0在时域及频域都具有良好的局部性(见式 (3.3.5 U)h 
事实上，从一个离散化参数为 a ^ b 0 的(紧)框架,我们总可以用 a 0 、 b 0 '(“ 任意)， 
即仅通过膨胀构造一个不同的(紧)框架因此对叫、知不必预先给予限制。可 
通过将 p 标准化 ，II </> I ! -1 -I f r 1 [ 0(^) I 2 值固定来取消这种膨胀自 

由。例如对于实小波 a 可以令 d ^ r 1 1 HO i 2 = |° d ? I ? r 1 I ㈣ ） i 2 
= 2 c 通过这种限制 0 产生的紧框架将自动具有框架界 々 = 77^( 见定理 3.3. 

1)。与紧窗口傅里叶变换的4=^相比较，小波情形的 (6 fl ln 仰 广 1 可能起着时 
一频密度的作用。以下的例子将消除这方面的所有可能性。下一节我们将涉及到 
Meyer 小波#它具有紧支傅里叶变换(此处 A 可能是正如式 （3. 3. 5 
U )) 中 所述; 这两种构造是相关的），并且 = n ), m , n^Z 

是 L 2 ( R ) 上的一个正交基。定义 

^, n {x) =2-^0(2-™x-«6) (4.1.8) 


①见本章末注夂 
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式中 0 为 Meyfer 小波，任意 b >0 o 考虑与6相关的函数族 
Z|, 对应栅格的密度随6的变化而变化(注意对于所有 F(6), a Q 和0相同! 
如果小波也有像图 4.1 一样的表示,可以设想因为 F ⑴为 乙 2 (R) 上的正交基，如 
果6> 1, F(6) 不能胀成整个 L 2 (R){ 向量数“不够” ） ，如果；>< 1， F( 6 ) 将呈不线性 
独立(“太多”向量)。可以证明(见1^1)«^6 8 (1990)中定理2.10，并在本章后面给 
出一个简略证明）,对某些£>0,尸(々)为 L 2 (R) 的 Riesz 基， V6e[l - £) l + e ] 0 
此例说明对小波族应用“时一频密度的方法”并不是总是正确的。 


4.2 标准正交基 


4.2.1 标准正交小波基 


上节最后一段的结论似乎是小波的缺陷:无明晰 的时一 椒密度概念。本节将 
强调小波的优 点:存 在具有良好时一频局部化特性的正交小波基^ 

历史上第一个标准正交小波基为 Haar 基，在“小波”这个术语出现之前就已构 
造出。正如在第一章所见，其基本小波为 

[ 1 0< < y 

々(叫 -1 *< 工 <1 ( 4 . 2 . 1 ) 

I 0 其他 

节中给出 ‘ , n U) = 2-M 0(2 构成乙 2 ( R) 的一个标准正交基。 
Haar 函数非连续，其傅里叶交换衰减为 | f | _ 1 ,与其坏的频率局部化特性对应。因 
此 Haar 基似乎不比窗口傅里叶变换基 

= ^ imx g{x - n ) (4.2,2) 

优越，其中 


g { x ) 



0<x<l 

其他 


并且心,„也为1 2 (阳的正交基 [; 然而, Haar 基具有这个窗口傅里叶基不具备的优 
势。例如，傅里叶基是以汽)，1</)<«上的无条件基,而式(4.2.2)给出的窗口 
傅里叶基如果#2则不是％第9章还会讨论这个问题 Q 对于更光滑函数的分 
析，非连续的 Haar 基就不适合。 


比 Haar 基的时1特性更好的另一种正交基为 Littlewood — Paky 基 


® 见本章末注 
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HO = 



x<l t ； 1<2^ 

其他 


或 


tjiix) = (ju:) _ 1 (sin 27 T_r - simt) 

容易验证构成 L 2 (R) 上的一个正交基。对于所 
m , n 62,有 || 0 m . n II =1,并且 


21 ( f ， D \ 2 


= s (2， HJ ■〜㈣ . 抑 〆 f | 2 

= s ㈤ -叫匕，_六 2 _ ，叫 2 

= S(27r)- I 2--j}^- e HW [It , 2ir ] ⑺ 

+ /(2- n, (f-27 ： ))x [ o..](f)]| 2 

=I /(2- m £ r [ jtt 2 lt ] ( f ) + /(2 - A (f - 2 z ))^, n] (6)| 2 

= S 2 ^ m } d ?|/(2-"- f )| 2 

m KOflCSit 

: [df ⑽ )l 2 = ll/ll 2 

根据命题 3 . 2 .1, 表明|心,„ ; 7»,； 1 6 2|为[ 2 (转)上的正交基。 pu ) 衰减特 
性与 Shannon 展开式 (2.1. 1) 中使用的正交窗口傅里叶基一样不好 （z—oo 时， 
0U) ~ U 卜)，两者都具有良好的频率局部性,因为他们的傅里叶变换是紧支的。 

最近10年人们构造了 L 2 (R) 的几个正交小波基，它们具有 Haar 基和 Litte- 
wood-Paiey 基最好的特性，这些小波基在频域和时域都具有良好的局部化特性。 
Strombery 构造了其中第一个小波基，该小波呈指数衰减并在0中 U 任意但为有 
限)。可惜的是，他的发现很少为当时所注意。第二个例子是前面提到的 Meyer 
基 (Meyer 1985)，其中0是紧支的且属于为任意，可为〜I未意识到当时 
Stromberg 的构造， Y. Meyer 在试图证明小波亦有与定理 4.1.1 类似的结论(该结 
论说明这些性能良好的小波基并不存在)时发现了该小波基。不久， Tchamitchian 
(1987) 构造了第一个双正交小波基(见 8.3 节）。翌年, Bawle(〗987) 和 Lamarie 
(1988) 用完全不同的方法构造了同样具有指数衰减 吟 (Hk 任意但为有限)的正 
交小波基族 (Battle 受真空领域的理论所启发, Lamarie 重新使用一些 Tchamitchian 
的计 算)。 除了具有类似特性以外*如士 - Lamare 小波不同于 Stnomberg 小波。 
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1986 年底, S. Malkt 利 Y. Meyer 提出了“多分辨分析”框架，这给所有这些小波以 
一个满意的解释,并为构造其他小波提供了一个工具。这将在后面的章节中讨论。 
在进人多分辨分析前，先讨论 Meyer 小波基的构造。 

1在1 的构造类似于 3. 3.5 节 U) 中的紧框架^该框架具有冗余度2。为消除 
这种冗余， Meyer 的构造将正频率和负频率组合起来(将一对函数减少为一 个)。 
为达到标准正交化，需要一些巧妙的相位分解技巧。更清楚地说，通过 


I | I- 1)] 

^ (f) = 1 (Iny^coslfvi^ I I 1-1)] 

i 0 


定义0，式中 w 为 (^或匚™ 函数满足式 (3.3.25)， 即 

若工 <0 

若 x > 1 
且 


心） 


其他 

(4.2.3) 

(4.2.4) 


v ( x ) + v(l - x ) ~ \ (4.2. 5) 

0的正则性与 W 相同。图 4.2 显示了典型的。和丨⑷的曲线形状 D 为了证明 
卜）= 21〃0(2__'- ?1 )构成一个正交基，只需有证明||0|| =1,并且心,„组成 
一个紧框架，其框架常数为1 (见命题3.2.1)。 



图 4.2 式 (4.2.3) 〜式 (4.2.5>给出的函数及 (；> 函数 


I! ^|| 2 = (2^-M j dfsin 2 [|^l I j-1)] 

+ j d|cxjs 2 [yi)(^ I f I - l)]f 
知 ㈣ f 

- (2» r )- l !2 • ^£ dW [| w ( s )] + 2 - W (^)]J 




但 
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=晉彳 1 + I } 

£dsco^[yw(j：)]= j o dsco^L - !V(s)] 

+ j 2 dj cos 2 [号 (1 - u (士 - s ))] 

(因为由式 (4.2.5 )dU + y ) - 1 - V(y - ^) ) 

=j tbcos 2 [号 w(s)] + di / sin 2 [^-w(j ， )] = ^ 

所以 II 0 ll 2 = l 。 



图 4.3 选择 + 时 Meyer 小波 

使用 Tchachitchian 的框架估计式 （3. 2. 21)，式 （3. 2. 22) 来估计 
2|{/,^, n )| 2 c 首先证明对所有 K Z ，如2 兀⑵ + 1 )) = 0成立,即对所有 f 
&，证明 

S J(¥ 04 >\- 2 l (^ + 2 n ( 2 k + 1 ))] = 0 (4.2.6) 

£ = 0 

成立 a 根据 ㈣支集 ，式 (4.2.6) 的非零部分只有在 U ; Cl<f 和 l^f + W 2 是+ 

l )) l < f 才可能，这表明 2 M 2々 + l |<^ a 满足此条件的 U 4) 只有 (0,0),(0, 
-1),(1，0)，（1，-1),验证是=0(是=-1 )类似。 于是式 (4.2.6) 左边变为 

J( 0 H ? + 2 tt ) + Ji 204 >( 2 e + 4 tt ) (4.2.7) 

容易证明式 (4.2.7) 中两项都为零，除非-对于该间隔中的 

=-亨+营 dr D 其中 tXdr < l , 有 

(4. 2.7) = e _ I ^ /2 sin[y 1/(1 - a)]e? ( ^ + 2 n)/ 1 sm[-^v ( a )] 
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+ e ;f oos[yi)(l - a) ]e 1(f+2n )cos[~^zKoO] 

= - oos[y u(a)]sin[y u(a)] + sin[y tj(a)]cos[y at)] = 0 
于是式 (4. 2. 6) 得证。另一方面，容易验证对所有 ^ 0 , Z 1 ^( 2 ^) 1 2 = 

(270 _1 。由式 (3.3. 21)、式 (3. 3. 22) 可得构成一个紧框架其框架界为 1( 类 
似计算可用于证明 F(6)( 见 4. 1节末尾)构成 L 2 (R) 上 Riesz 基，如果6接近与 

1 ①)。 

Meyer 小波构成正交基的证明取决于利用0相位与 W 的特性式 (4.2.5) 间的 
相互作用所进行的奇妙的消项。利用多分辨分析可解释这种奇妙性(见下章） D 
图 4.3 给出 0U) 的图形，其中 = ^ 4 (35 - 84x + 80x 2 -20 j ： 3 ) 6 

<1。注意，即使 KC™ J 比任何多项式的倒数衰减更快^即对所有 N6N， 存 
在 Qv<〜。 使 


I l<C N (l +1 x l 2 )~ N (4.2.8) 

0的数值衰减可能相当慢(即 infU ; 对 U |> a , || ^( x ) || <0.001 || 0|| 可能 
很大,因此式 (4.2.8) 中 CW 也大)。 Stromberg 或 Battle - Lemarie 的指数衰减在数 
值上衰减快得多，以正则性为代价 a 

在正交基方面小波相对窗口傅里叶函数更具有优越性。某些小波基的0和0 
都衰减很快，与定理 4.1.1 形成鲜明的对比,该定理不允许 g 和士同时具有良好 
的衰减特性，如果公为能导出一个正交基的窗口函数。如果我在三年前写本章内 
容,可能就到此为止了。但事情并非如此简单，最近几年，窗口傅里叶变换已经导 
出几个令人吃惊的结论，本章其余部分将讨论这个问题^ 


4.2.2 窗口傅里叶变换重新定位 :非常 良好的正交基 


在定理 4.1.1 条件下，推广窗口傅 M 叶构造的一种方法是考虑不由严格的 
时一频栅格产生的函数簇这样稍容易一些。 Bou r g a i n (1988) 构造了 
乙 2 ⑻正交基(沿)阳使 


J"dr(x - X；) 2 \ gjix) I 2 < C, 

卜 -#1 说 ) ! 2 <C 

在） ej 中均勻分布， 式中七 =Jdr ._r I g } {x) 1 2 , 与 =Jd 茳 


(4.2.9) 
l ^( f ) l 2 ( 注意，小 


①见本章末注5。 
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波基并不满足这样一个一致上界 ®) D 因此放弃栅格结构可以得到比 Balian-Low 
定理更好的局部化特性。然而, Steger (个人通信,1986年)证明局部化特性即使比 
式 (4. 2, 9) 好一点点也是不可能的„ ^(印不允许一个正交基彳^^^满足 

Jd:rU - a) 2 ( 1+£) I ^(^:) l 2 <C, 

(4.2.10) 

Jdl(?- f,-) 2{1+£) I _ l 2 <C 

当^>0时，在）中一致成立 c 因此这种方法不能得到良好的时一频局部化特 
性。有另外一种方法可突破栅格方案式 (4. 1.1)。注意式 (4.2.9), 式 (4.2.10) 中， 
时一 频局部化要求在平均值外有很强的衰减性。这与 
和 L , n 本质上只有一个主峰的曲线一致。 Wilson (1987) 提出另外一种小波 
基, n 


gm,» - n),m 6 N,n 6 2 (4.2-11) 


式中九具有双峰， 位于 f 和_ f 附近 


fM) = K(?~f) + K(e + j) (4.2.12) 

K 和虼以 0 为中心 D 这完全改变了曲线形状。 Wilson (1987) 提供了一个正交 
基存在的数值证明,该正交 基对人 和^ t 呈一致的指数衰减。在他的数值构 
造中他还通过要求 


Jdf ■ e(<p m ,„) A = 0 

如果 I= 


(4.2.13) 


而优化了局部化特性。 Sullivan et al . (1987) 提供诬据解释了 Wilson 基的存在及 
其指数衰减性。在两篇论文中给出了无限多当时，趋向一个有限 
函数釔。 


Wilson 构造的原理是如果使用式 (4.2.13) 中双模态函数则获得好的相空间 
局部化特性的正交基是可能的。 

注意以前见到的小波构造，框架以及正交基在频域具有双峰(一个峰对应 
0,另一个峰对应？<0)。在框架或连续小波变换中，两个频率区可以分开(与频率 
单峰函数一致;见 3.3. 5节 U) 或式 (2. 4 . 9 )) ，但正交基似乎并非如此。后面将看 
到 A 的两个频率峰不必对称 :例如|| 0 || -2. / ^ 0 d^|^(f)| 2 可任意小(但严格为 
正!）。然面，至今未找到一个例子，具有良好局部化特性的^^函数满足^勺^ 


①见本章末注6。 
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F 并使 WZ, e = + 或- I 构成 I_ 2 (R) 上正交基，对应于具有频率单峰 
的小波基(同样，不存在光滑函数 7 = 0使 2 m/1 exp(2rn2 m nZ) r}(2 ^) ， m , n 6 Z) 构 
成 L 2 (R + ) 上的一个正交基)。据说没有这种基存在，但到目前为止也没有证据 
证明 ® D 

现回到 Wilson 基。如果取消限制式 (4.2.13)( 如果九 为指数衰减，则这 
些量按指数 I m - U 〆I衰减），则 Wilson 公式 (4.2.11) ,式 (4.2.12) 可极 
大地简化。 

Daubechies Jaffard 和 Joume(1991) 提出一个仅使用一个函数卢的构造。该构 
造定义为 

g m Jx) = f m (x-n),m € N\ fOi,« t Z (4.2.14) 

且 

A (?) “( f ) 

h ⑻ =^[iS(f-2it) - Kf+ 2 tt)] 
f 3 (?) = ^[H^~2n) + He + 2n)]^ /1 

- 如） - 卢 (f 十 4n)^ ?/1 


或 

f 2 i + A?)=^[H^~2nt ) + (-l) !+ ^ + 2nl )]e^ (4.2,15) 

其中 / 6W， ff = 0 或 1 但 /、 ff 不能同时为 0 D 所有这些相位因子和替换符号的结 
果为 

/iU) = Hx) 

/ 2;+fl U) = 古 Kx 十 f Vie 2 " 也十 （-1 广 e _M] 

如果通过定义, m 6 N , ” € Z 重新对 gnt , „标号,即 


①见本幸末注 I 
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^ 0 ,n = §l,n 

Gl, 2 ^ + a ~ S 2 l+u,n 

Go , n ( x ) = ^>(x - n ) (4.2.16) 


r / 、 F ,^! « i cos2jt/j :， 如果； 

sin2 咖如果 / 


(4.2.17) 


并且对 />0 

« 为偶数 
« 为奇数 

该构造(以及下面提及的)表明获得良好 时一频 局部化(选择 （6 使 t ? 呈指数衰 
减)以及窗口傅里叶框架的标准正交性的关键在于使用正弦和余弦(相应地改变） 
面不是复指数函数^ 

让我们回到式 (4.2.14) 、式 (4, 2, 15) 并说明该构造怎样导出一个正交基。与 
通常一样，我们同样只需要检査 II =1及 I ( h, gm J t 2 = || All 2 . 
于是有 II = II A II = H \\ ，并且对 

I! gm,n II II /« II 2 = I! f2l+o II 2 (?» =21 + a,l > 0) 

=|[2 II HI 2 + 2( - 1 广 JdaKWU + 4 兀 /) 

(为简便起见，假定必为实数)。因此对所有;》、《，[|^,„ || =1,只要 

jd ^( f )(6(^+4 ttO = (4.2.18) 

另一方面 


Ss \( h , gm j \ 2 

wt = 1 

- Jd 绨⑻ H? + 2n)fM)fJ? + 2Kk) 

上式等于 U II 2 ,只要 

S 7M?M + 2^) = (2 兀 n (4,2.19) 

经过简单处理即可得 m_l 

i 7 M)TM + 2 zk ) = H $) H ^ + 2 nk ) 

WT 二 l 

+ \ T t H ^ + 2 nk)m + 2 ln + 2 Kk )[\ + (- 1)^] 

十 | X ( - - 2 tzI ) ? ($ + 2nl + 2nk)[l - (- 1)*] (4.2.20) 
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如果 A 为奇数， A + 1，于是简化为 

S (- l)V(f -2 兀 0 多 ( 芒 + 2 冗 (/ +2, + 1)) (4.2.21) 

诙式为0,因为作¥1〆= _(/+2^ + 1) 将得到式 (4.2.21) 的相反数。如果是为 
偶数,々 =2V, 于是式 (4.2.19) 简化为 

^Hi + 2nl ) H ^ + 2nl + 4 ^) = ( 2nr L S k ' Q (4.2.22) 

iez 

所以 U m , n ;»*eN\ |0|,«€2丨构成一个正交基,只要>为满足式(4.2.18)和式 
(4.2.22) 的实函数。注意将式 (4.2.22) 对？在0和 2 tt 之间积分可导出式 (4.2. 
18), 所以只需满足式 （4. 2. 22) —个条件。这是相当容易的。举例如 supple 
[-27t,27r], 使 r 尹0时，式 (4.2.22) 自动满足，我们只需验证！>(? + 27^) 2 = 

l€Z 

( 2iz )~ ] o 假如取 


|(2jr)' !/2 sin[y + 1)] - 2 jt < ^ < 0 

々⑻ _ j (2?r)" 1/2 cos[y u(^)] 0 < ^ < 2 jt 

I 0 其他 

v 的表达式见式 ( 4 .2. 4 )，该条件满足。如果 w 属于 C' 则九比任意多项式倒数 
衰减更快，但如 Meyer 基一样，其数值衰减可能是缓慢的。如果 > 为非紧 支则九 
可获得更快的衰减。为构造这样一个满足式 (4. 2.22) 的 L 我们可再使用 Zak 变 
换，标准化可得 


( Zk )( s , t ) = - I )) 

/ez 

通过这个标准化 , Z 仍是 L 2 (R) 到 L 2 ([0 ， 1] 2 ) 的酉映射。不难验证式 (4.2.22 ) 等 
价于 


I {Zj>){s,t) I 2 +1 (ZiS)(j + j,t) I 2 = 2 (4.2.23) 

(详细细节见 Da U bechies,Jaffard 和 Joume(1991}) 0 于是有以下构造 P 的方法 
• 任取 A 满足 

0< ^<1 Zh(s,t) l 2 +l Zh(s+j- t t) I 2 <j3< ^ (4.2.24) 

• 通过下式定义分 

ZHs,t) =72--- Zh(s,t ) _-_ (4.2.25) 

[I Zh(s ,t) I 2 + 1 Zh(s + ~ 2 ， t) l 2 ] 1/2 

如果 A 和 A 均呈指数衰减，则分也呈指数衰减 0 图 4.4 显示当 A 为 r ▲如 函数时 
必和承的曲线 (Gaussian 函数满足式 (4.2.24)) a 式 (4.2.23) 刚好等价于 
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= e ^ i (;r — f ) f 或者， = e 咖別卜 依），^，以 z 构成 L 2 ( R ) 上的紧框 

架(具冗余度2>的条件。式 (4.2.25) 的构造相当于利用(广 F )— 1 々将一个由 A 产 
生的普通框架至紧框架的转换（见第3章后面注释，或 Da U bechies 、 J a ttard 和 
Joum e (1991)) 0 Wilson 基因此可看作是对一个(紧)框架消冗的结果。 

Wilson 的方案可有许多种形式。 Ueng ( 1990) 推广了以上方案使频率空间的 
正则性要求降低。 A U sch er (1990) 重新总结了整个构造方案。直接从式 (4.2.16) 
和式 (4.2.17) 开始,不用傅里叶变换就得到了所有结果，并构造了其他的例子。特 
别是，他得到了一些例子，其中式 (4.2.17) 意义下的 “窗口 ”函数 f 为紧支，这在实 
际应用中是很有用的(频域的衰减不是决定性的，只要适当)。这些例子可看作是 
3. 4 . 4节 A 中取叫= ic 所得冗余度为2的紧框架经消冗后的结果 0 



图 4. 4 #函数和对应式(4.2.25)及如果*(工>^- 1/4 哪（-：^ / 2) 

的函数必和？ 

Malvar (1990 ) ， Coifman 和 Meyer ( 1990 ) 发现了其他窗口傅里叶基(使用正弦 
和余弦而不是复指数函数并可获得良好的时一频局部化 ) a Malvar 在论文中使用 
正弦和余弦函数，他提出将他的构造应用于语音编码。 Coifman 和 Meyer 的“局部 
化正弦基”将 R 分解成区间开始 

R 

其中〜 m ，且 i =±00 »于 i 在 /y = [^. a > + i ] 附近建立起窗口函数％， 
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其覆盖了相邻区间的一部分 

0<呻(工）<1 

} 1 a.j + £j < < a>+i - e；+i 

1 0 z < 勺 - 勺或 t > a J+ i + e 7+ i 

这里傅里叶假定对所有 j_, 满足〜+ £j + l - e) . + 1 。而且,我们要求叫和 
岣-丨在丐附近互为补充:％(：!：) ^叼―〗 （2 X)且如果 U - 4 !<£;，则 O ) j ( x ) + 
1( 在岣光滑情况下所有这些均可 达到; 例如％:当时， 

(u/a:) =sin[y U ^ ~^ )]， 当！ 工- °> + l i ^ ^ + 1 时 ，叫 （x ) = cos [ y tj 

( X - ttj + 1 一 ，其中 v 满足式 (4.2.4) 和式 (4.2.5)。Coifman 和 Meyer 1990 
e ; + i 

年证明了如下的构成 l 2 ( r ) 上的正交基 

thA 工、二 %/ 1 l7{a~^ zr a^a) J (x)sm[n(k + ^-)(x - aj)/(a J+1 - a ; )] 

它由频域上快速衰减的紧支函数组成^该正交基具有一个很有趣的特性。对任意 
jGZ, 如果定义 P, 为在由 f 4 G Z! 胀成的空间上的正交投射 (Pj 原则上应是 
到 [ %， 《) + 〗 ] 的映射)，则巧+巧+】刚好为投射算子戶;，与 [«),«, + 2 ] 相关,如果从 R 
中删除 〜 + 1 点即可得到它(即:如果从序列&开始X) 时二： a k , k>j + 1时心 
= a* +1 ) D 这一特性可根据应用需要而任意分割和重组区间。整个构造的详细讨 
讼见 Auscher、Wd55 和 Wicker hanser(1992) 0 

因此，窗口傅里叶基数量超过了几年前的预想。 然而， p 弇2 时这些基都不是 
Z/(R) 上的无条件基，这是小波基的一个优势所在。他们甚至比这些性能良好的 
窗口傅里叶基在更大的函数空间簇上都成为无条件基。这在第9章将回头讨讼这 


注： 

1. Rieffel 的证明没能产生一个与所有心, ，都 正交的显函数/。这是一 个留铪 读者的挑战, 
对所有 m ,« l £ U 0 f 0 任意但满足找一个的简单构造。 

2. 对正交基证明更简单。此时不必使用 Zak 变换，引人 Zak 变换只在证明如果 Q g 、 p g e 
L 2 , M 化、心 J 。 对正交基可直接从第5点开始，建立〈％ 卜 <巧， Q s > ，这不能由第6点 
建立。此即为 Battle 最初的证明 (1988 年)， 

3. 如果丫„, ；1 (_ 1 ：卜‘-^(甿4-咖)构成一个（絮)框架,则 ^,„ tt ( x ) = ao ^^ 

U 0 -™r o , 且 〆 U ) = 争)。 

4 . 为说明这点，以下例子表明复指数函数不构成 i *[(0， l )] 上的无条件基，只要 
P ^ l 。 可得(见 2 ygund (1959)) 
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liv i/4 严 匕/丨工 1 ， 

n =2 

I 1/4 #一 I; C Hgj ： I ^ Ccc~ 2 

两种愴况下，: ^ = 0 为竒异点。这些函数的幂在 [0, 1] 之间的可积性由0附近的曲线决定。第一 
个函数在 i/ 中第二个函数却不在，即使他们的傅里叶系数相同。这即表明函数 exp 
UTtinx) 不构成 L M ([0，1]) 上的无条件基。 

区间 [(U] 上的 Haar 基由 W ⑴心^<0,0<«<2 | '"卜 1 |组成,其中声(工)在 
[0,1] 上恒等于1。该基在 L 2 [(0,1>] 上正交，并且为 P[(0,1)] 上的无条件基， 

5. 以下简略证明 F(6)=|< a i m , n ezU+ 忒,„构成 P(R) 上的 Riesz 基(即一个线 
性独立框架)，如式 (4.1.8) 中所示，只要6接近首先，仍使用式 (3.3. 21)、式 (3.3.22) 来找到 
一个框架界的估计 D 对于 6 尹1，内( 2 冗(2* + 1)/6)式0但如果&<2,只有* = 0, ±1，±2时有非 
零在式 (4.2.6) 的计算中(用(以十 1)/6 取代 (2 灸 + 1)), 非零/的数童有限,因此表达式对 
f* 连续。因此式( 3 . 3 . 2 1)、式(3. 3 .22>的“余项”对6也 连续; 因为如果6 = 1，则式(3.3.21)=式 
(3,3. 22 )，所以只要 6 在1附近，有 A>0,S<co。 现在证明也,„是独立的。为此建立 SU) 
运算: sw/= 显然， S ⑹ 也. „。为证明么.„的独立性，证明对 

于某个00, It S ( b ) fi\^C || /«在 L 2 (R) 上一致成立即足够。但 

« s ( b ) fP = ll/ll 2 - 2 （此， „，uu 

而 = |B|„I ,有 

2 〜 I 4 I 2 I Sjit 1汽2 I a * I 3 I B a I ] m < U II s 叩 2 I % I 

于是可得 

i!S(6)/ll 2 > II/II 2 [1-^P 2 ' ( d ) \ } 

- ll/Ptl-sup (4.2.26) 

m fete ,■) 

由于》的支集特性，仅 m ' = 0, 士 1对该数量有影味。如果 m ' = 0 或1,对任童《可得到相同结 
果; 如果 m ' = l , 该数量可能具有两种结果，则依賴于 n 为奇数还是偶数。另一方面，利用0的 
衰减1 1 ^)1<仏(1 + |工| 2 )-‘'容易验证。当 m f = o ,± i 时，$ I 忒.„，心,„-丨收敛并且对 * 

连续 D 于是可得式 (4.2.26) 右边 || / II 2 的系数对占连续;因为6 = 1时它为1，而6在1附近則 
它大于0。 

6. 它们满足 


jd^Ci-2^) 2 I ‘, n “ ） \^2^C 
Jdf I f I 2 I Uf) l 2 <2- 2 -C 
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7, 该书第一次出版后 P . Auscher 找到一个证明（书名 《 Ilr^existe pas de bases cT ⑶ delettes 
r^ulieres dans Pespacede Itardy H ^ R )》， 由巴黎的 Gamptes Rendus de V Academie Scientifiqute 
出版)，他淸楚地证明了 #0及| ? (»| + |:/(川<01+41)1在 3 >1/2时不可能同时成 



第 5 章正交小波基与多分辨分析 


在 4.2 节中，通过证明阐述了 Meyer * 波是一个正交小波基，并发现构造这样 
的光滑正交小波基是困难的。可幸的是, Mal 】 at 和 Meyer 在1986年秋天构造了多 
分辨分析的公式。随着多分辨分析的出现，构造小波的困难得到了较圆满的解决。 
多分辨分析的公式是在实际应用中逐渐产生的，这些实际应用促进了小波理论的 
发展。当 Mailat 首次学习 M eyer + 波时，他正致力于图像处理的研究。当时，以 
不同的方式对图像进行处理并将这些处理结果进行比较的分析方法非常盛行(如 
Witkin (1983)31^*^61^11 (1983) 均用这种方法对图像进行处理)^在这种 
分析方法的发展过程中， Mallat 发现:为了对图像进行较髙分辨率的处理，需要一 
种所谓的“增量信息”。为此, Maikt 选用正交小波基作为工具对“增量信息”进行 
了数学描述，这种思想最终分別由 Mallat (1989 ).Meyer (1986) 发展形成了多分 
辨分析 e 


5.1 多分辨分析的基本思想 


一 t 多分辨分析由一系列的逐次渐进 空间％ 构成，这些闭子空间 v ,. 应满 


-v 2 c v t c v 0 cy_!C v„ 2 c- (5.1.1) 

且有 

JTv } - l 2 ( r ) ( 5 . 1 . 2 ) 

1 jX v ； - ^ (5.1.3) 

如果用 A 表示函 数在％ 上的正^投影算子，则由式 (5.1.2) 可得 ： V /6 L 2 ( R ) 均 
有 ㈣ 。 实际上，存在许多与多分辨分折无关的阶梯型空间序列满足式 
(5.1.1) 〜式 (5. 1.3)。若一个空间序列％构成一个多分辨分析，则它还应满足 
/6 V 0 (5.1.4) 

即空间序列中的每一个空间均为空间序列中心 V 。的尺度变换。一个满足式 


® 见本章末注 1 。 
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(5.1.1)~式(5.1.4) 的空间 ％ 的例子是 

v ; = f/e L 2 (H),\/k e z-j \[2>k,2>( M )] = 常数 f 
将称之为 Haar 多分辨分析(它与一个 Haar 基相联系，见第1章及后面各节)。图 
5.1 表示了一个函数/在 Haar 空间％、^:上的正交投影。这个例子也表明了 
多分辨分析的另一重要特性 :空间 在整数平移下的不变性，即 

/e n ) e v 0 Vn e z (5.1.5) 



图 5,1 函数 / 及其在空间 V —和 \^上的投影 

根据式(5.1. 4 ),上式蕴 涵:若 / e %， 则有 /(_ 2 &)e v ；。 另外,我们常 
常要求存在函数把 v Q , 使 

幻是 V 0 上的一个规范正交基 (5.1.6) 

其中，规定对于 - n )。 由此，式 (5.1.4) 和式 (5.1. 
6 ) 蕴涵： 是&上的一个规范正交基。后面的分析还将 发现： 
式 (5.1.6) 给出的规范正交条件还可以适当放松。对子上述 Haar 多分辨分析的例 
子,可选择 ii 为 [0,1] 上的特征函数或指示函数，即 


Hx ) = 


0<x<l 

其他 


我们通常称 ii 为多分辨分析的“尺度函数”®。 

多分辨分析的基本思想是 ：当一 组闭子空间！ ％,满足式 (5.1.1) 〜式 


①见本章末注2。 
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(5.1.6) 时，存在一个 L 2 ( R ) 上的规范正交基 ip i , k (x)=2^ /1 
狄 对于 V / GL 2 U ), 有 


^ l / = - P /+ 

( Pj 为在％上的正交投影纟 ezu 而且，小波 p 有显式的构造公式。 
对于 V G z ，定义 为％ 在％ - i 上的正交补，于是有 

(5.1.7) 

%__】= V ； ㊉ ％ 

及 

(5.1.8) 

(事实上，假定; >/，则..丄于是，当 〆/ 时，有 

(5.1.9) 

V ，巧 ㊉ 漶 V -* 

其中，所有这些子空间都是正交的。根据式 (5.1.2) 和式 (5. 1.3)，有 

(5.1.10) 

L 2 ( R ) =思％ 

(5.1.11) 


上式将 L 2 ( R ) 分解为一系列相互正交的子空间％ ( ; € 2)，而且空间％继承了 
巧尺度特性，即 


/£ W ^ f {2 i .) e (5.1.12) 

式 (5.1.7) 可等价地表述为 :对于 固定的 丨办 jMeZ! 构成了上的一组规范 
正交基。再根据式 (5.1.11) 和式 (5.1. 12)、式 (5.1.13) 可知 :整个 小波族 | 

是 ezi 是 L 2 ( R ) 上的一个规范正交基。 ' 

另外， wez , 若|办，^£幻是见 0 上的一组规范正交基，则式 (5.1. 12>保 
证了 同样也是 W , 上的一组规范正交基。因此，仅需构造代 W 0 ，并 

使 0( • - *) 为研0上的一组规范正交基。 

为了构造 A 应首先讨论 W 尺度函数)和见 0 (正交补)的一些重要性质。 

1. 因为夺6 VoCV.^M 必-为 v_a： 的规范正交基，故有 

^ ^ S^-I, n (5.1.13) 

其中 " 

K - I A n i 2 = 1 


式 (5.1.13) 也可改写为 


(5.1.14) 
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Hx ) =- n ^ K^x - n ) (时域二尺度方程） (5.1.15) 

或 

H ^) ^ (5.1.16) 

上两式的右边求和项均在 L 2 意义下收敛。同时式 (5.1.16) 可改写为 

Hi ) - (频域二尺度方程） （5.1.17) 

其中 

mo = ^ (5.1.18) 


等式 (5.1.17) 几乎处处 (a. e.) 逐点成立。如式 (5.1.14) 所示，/ « Q 是一个在 L 2 
([0,2>t]) 上以 2 tt 为周期的函数。 

2. w 。的性质。 0(* - 幻的规范正交性使有一些特定的性质。事实上， 
多 （--A) 的规范正交性意味着 

S t , o = Kx ~ 是) d：r = J I ?(f) 1 2 e ^ d ? 

= }%^D?(6 + 2^) 2 df 

该式蕴涵 

S 丨咐 + 2 jtZ ) I 2 = (2 t 0 -1 ( a . e .) (5.1.19) 

将式 (5.1.17) 代人上▲，并令 f = 可得 

2 1 m o (^ + it /) I 2 I + ni ) I 2 - (2 ir ) _1 
将上式按 / 为奇数和偶数展开，并利用 m D 的周期性和式 (5.1.19) 即得 

I m 0 (^) \ 2 + \ m 0 (f + n*) I 2 = 1 (a.e.) (5.1.20) 

3. 空间的 恃征: 等价 /e 丄 ％,由 /€ V —洧 

f= HfJ-Un 


其中/ 上式蕴涵 

二 ⑽； m f un ) Hm ) (5.1.2 D 

并有 

饥 f = ^ SAe "'^ (5.1.22) 

在上式中是 L 2 ([0,2 tt ]) 中的以 2 k 为周期的函数，且式 (5 丄 22) 中的和式几 
乎处处逐点收敛。另外，约束条件 f ± V a 蕴 涵:对任意是 均有/丄多 u ，即 


}/(?) K ?) e ^ d ? = 0 
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或 

+ 2nl) + 2nl) = 0 

Jo ； 

因而有 

^ 27,1) = 0 (5.1.23) 

l 

上式中的级数在 LHt-jr^]) 上绝对收敛 D 将式 (5.1.17) 和式 (5.1,21) 代人式 
(5.1.23), 并按/为奇数和偶数分开(因为级数绝对收敛，所以这种交换和分开是 
允许的），再利用式 (5.1.19) 可得 


m/(^) m 0 (^) + + jt) m 0 (^ + n) = I (a.e. ) (5.1.24) 

因为和 + x ) 不能在非零测度上同时为零(见式 (5,1.20)) ，故存在一个 
2兀周期函数 AU ) 满足 

mjiO = A( f) m 0 (f + 

以及 

A ( f ) + A(f + jr ) = 0 ( a . 

求解该方程可得 


(a. 


(5.1.25) 

(5.1.26) 


卯， e^(2r) 


(5.1.27) 


其中， y 以 2 jc 为周期。若在式 (5.1,21) 中代人式 (5.1.27) 和式 (5.1.25) 则得 

H ?) = e' 的 m 0 ($/2 + n ) v ( OH $/2) (5.1.28) 

4.根据函数%的傅里叶变换一般表达式 (5.1,28) ，可选择 

_ : e 时 + (5.1.29) 

作为一种小波。若暂不考虑收敛问題，则式 (5.1.28) 可改写为 


或 


m = ( E ^)^(?) 

i 


f = k) 

于是，〆 •-«) 可作为 Wo 上较理想的一种基函数。当然，还需进一步证明 如，及 
W 0 上的规范正交基。首先，根据以上的分析,和0的性质保证了式 (5.1.29) 
所定义的是一 1"L 2 (R) 上的函数〆 且有因此另外， 
Au 的正交性是容易证明的 
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|^{x) ij){x - k ) dx =| I 0(f) l 2 e^df 

= I 抑+ 2兀/) l 2 df 

Jo i 

其中 

S I 0(f+ 2JI/) I 2 

t 

= 2 I m 0 (芒 A + 7t/ + Tr) 1^1 M f/2 + 7：/ ) I 2 

l 

- I /w 0 {f/2 + tt ) I 2 2 1 多 （f/2 + Inn ) I 2 
+ t m 0 (6/2) l 2 S I ?(f/2 + ir + 2Trn) ! 2 

=(27t) _ 1 [ f mo(?/2) I 2 + I m G (^/2 + tt) I 2 ] (a. e. } ( 由式 （ 5.1.19 〉） 

=(2 tt )^ 1 (a. e.) (由式 (5.1.20)〉 

故有} </> U ) JU ^ J)dx = S i , 0 a 为了验证办 u 确实为上的规范正交基，仅需 
验证 ; 对于任意给定的 W D ， 均可表示为 

/ - S ^ o ,* 

式中， I： | a I 2 < « D 或将上式表示为 

" f ( e ) = 7(6)0(?) (5.1.30) 

其中 jGLaojd)， 并以2兀为周期。由式 (5.1,28) 有 /(?) = vU)0(f)， 且满 

足 北= 2「 [ HV l 2 d?。 再由式 (5.1.22) 可得 

Jo 

广 I m f (0 l 2 d^ = JrS I /» I 2 = »r|]/ll 2 < «= 

J 0 n 

另一方面,根据式 (5.1.25) 有 
[■2« , 

J o I m f {^) I 2 

=P I A(f) I 2 I m Q (e ^ it) l 2 df 

=P I A(f) l 2 [l m 0 (f+ tt ) l 2 + ! mo(f) l 2 ]df (用式 (5,1.26)) 

JQ 

= f"A(f)l 2 df (用式 (5.1.20)) 

Jo 

因此，丨 tu(?) 11/11 2 <m, 而且 / 可由以 2 k 为周期的平方可积函数 y 

表示成式 (5.1.30) 的形式。 
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上面的分析实际上已经证明了下述定理的正确性 。 

定理 5.1.1 如果在 L 2 (剛上存在一组阶梯型闭子空间满足式 (5.1.1) 
〜式 (5.1.6) 的条件，则在 L 2 ( S ) 上存在一个伴随的正交小波基 36 Z ! 满足 
Pj-i = (5.1.31) 

其中，小波0的一种可能的构造为 ' 

^(f) = c i$/1 m 0 (f/2 + nr)^(^/2) 

(^ o 由式 (5.1.18) 和式 (5 丄 14) 定义），或等价地表示为 

M = V 2 S ( - Vr -' U (2 x - n ) (5.1.32) 

(最后的级数在 L 2 收敛) 。 " 

值得注意的是 W 并非由式 (5.1.31) 的条件和多分辨分析惟一确定„若少满 
足式 (5. 1 .3]) ，则任意可表示为 

^( f ) - p ( f )0( f ) (5.1.33) 

其中 P 以为周期，且1 〆 $)! ( a . e .)_。 特别地，可选择 〆 ，其 

中 m6Z ,| 州| = 1。不同的肌、 〆 ？)对应于0的一个相位移 0 利用这个相位移的 
自由度，可重新定义^来替代式 (5. 〖.32)所定义的0 

<P : Yjg^A.n gn = (- l )" A_ n + 1 (5.1.34) 

选择适当的 wez , 有 " 

g n = {- \) n h. K+U2 N (5.1.35) 

当然,只要满足式 (5. 1 .34) 和式 ( 5, 1.35), 我们还可在式 (5. 1 .33) 中选择更一般意 
义上的化® 

到目前为止,每一种特定意义下的正交小波基均由一个对应的多分辨分析生 
成。我们也可能找到一种“病态"的小波0，这种小波虽不能由多分辨分析导出，但 
办 L 2 ( R ) 上的一个规范正 交基。 下面举例说明 
这种不能由多分辨分析生成的小波,它起源于 Mallat ( 1989) ，由 J . L . Joume 提出， 
首先定义小波函数 

A ( f ) ^ H ln y l/2 4 tc /7 <I ei <7 T 或 4 tt<I f K 32 TT /7 

1 0 其他 (5.1.3 b ) 

明显地 ， II 6 II = lj ^ II =1，且有27^|必（2\$)| 2 =1(8,6.)。由 Tchamitchian 

J 


①见本章末注3。 

© 几乎处处”意思的缩写。 

③觅本章末注4。 
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判据式 (3.3.21) 和式 (3.3.22)) 可知，如果满足 

S ^(2^) 0(2 ; {f + 2 tt (2々 + 1))) = 0 ( a . e .) (5.1.37) 

则办. 4 形成框架常数为 1( 即 A = S = 1) 的紧框架。 

容易验证: Supp^n [ supp ^ + {2 k + \ )27 t 2 ; ] 对于任意 l >0, k ^ Z , 均有零测 
度，故式 (5.1.37) 成立。根据定理 3. 2,1可知:办，,构成厶 2 ( R ) 上的规范正交基。 

假定0可由多分辨分析生成，则式 (5.1.37) 和式 (5.1.17) 将始终包含对应的 
尺度函数 M 在0的表达式中还可能包含附加因于 〆 f ), I〆 $) I = 1 ( a . e.)) 0 

由式 (5.1.20) 可得 

I HO I 2 +1 ^( f ) I 2 - t H ^ n ) I 2 ( a . e .} (5.1.38) 

上式 蕴涵: 对任意？尹0,有 

I HO I 2 - E I I 2 

J.= l 

于是 Supp ?(?) = Supp0 (2^), 不难验证 

0< UI <4 tt /7 

I I _ J f l < 8 n ：/7 

2 n <\ f I <16 jt /7 
I 0 其他 

若存在一个以为周期的函数，使式 (5. 1, 17) 包含上述尺度函数？，则当0< 
lf |< 4 jr /7 时，有 | 叫⑻丨=1。再由 m 。 的周期性可 知:当 2 x <| ?|<18 tc /7 时， 
也有 1讯 0 ($)1=1。因此，当 27 r <| d <16 冗 /7时，有 U 0 U ) || 多( ？ ）|=( 2；1 广1々。 
这显然与丨 ？(2 f ) 1在对应区间上等于零相矛盾。这样一个矛盾的结论表明：“小波 
函数以$)可以由多分辨分析”的假设是不成立的 a 特别指出，本例的小波0衰减 
特性非常差 ^ 能否通过使 0( f ) 光滑化(即改善0的衰减特性《)来消除这种“病 
态”(使小波能由多分辨分析生成），仍是一个尚未解决的公开问题。 

为了后面讨论方便起见，就而言,可将式 (5.1.20) 改写为 

S hji n + 2 k = ^,0 (5.1.39) 

式(5‘ 1.39) 可由丨叫⑴|2 + 丨讯 0(5： + 70|2 = 1 的傅里叶级数展开式直接 得到。 


$见本章末注5。 
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5.2 举 例 


例 hHaar 小波基的多分辨分析生成。 

根据式 (5,1.39) 的构造方法，对于 Haar 多分辨分析，其 Haar 小波的构造过程 
如下： 

• 给出尺度函数： 

54 : lo 其他 

• 计算\ : 


K 

_构造 小波# 


42\Hx) H2x -n) = 


n - 0,1 
其他 


I 1 2 < 音 

i 0 其他 

这就是所构造 Haar 的小波基，但不足为奇，因为早在 1.6 节中就发现这种小波基 
与 Haar 多分辨分析相联系。 



-4 ji /3 -2*/3 0 2 ji /3 4n/3 

图 3.2 Meyer 多分辨分析的尺度函数波形 


例 2: Meyer 小波的多分辨分析生成。 
首先定义尺度函数 



m 


[ (2^~ m I $ l<2ff/3 

(2 jc )~ 1/2 cos[y i -(^ I f I - 1)] 2^/3 ^f I ^ 4 ir /3 

1 0 其他 

这里 u 是一个满足式 (4.2.4) 和式 (4.2. 5) 的光滑函数 J 的波形如图 5. 2所示。 
由式 (4.2.5) 不难得 S ! He + 2 Kk ) 1 2 = (2兀) 1 ，该式与!的规范正交性 

是等价的。定义％ 由规范正交系 4(+ 所展成的闭子空间。同理， 
可定义 V ,为由规范正交系 IUG 2 I 所展成的闭子空间，并验证当且仅当 siG 
时，即当且仅当存在一个在[0>]上平方可积，并以 2 jt 为周期的函数使 
二尺度方程 

♦ ⑻： m 0 (^/2)He/2) 

成立时，空间序列 Wjez \ 构成一个多分辨分析 n 

为此，应首先构造 m Q ， 并验证二尺度方程成立。本例可用来？构造 m a ， 即 
m 0 (?)-/2^^?(2 (f + 2 ir /)) o 显然，叫 （ f ) eL 2 ([0,2 Tr ]), 且以2兀为周期，并 
满足 

m 0 ( f /2) 多(芒/2) = + 4 jt / )?{ f /2) 

l€Z 

= 

(因为当/关 0 时， [ supp #( ‘ /2)] 与 
[ supp ?( •+ 4 ir /)] 不相交） 

= H?) 

(因为当 f f Supp ? 时， = U 
即二尺度方程是成立的^于是， K 满足式 (5. 1.1)。另外，读者可自行验证 V ；同 
样分别满足式 (5. 1.2)、式 (5.1.3), 式 (5.1.4) 和式 (5. 1.5)。 

下面的任务是利用式 (5.1.29) 的方法构造小波0 
e ^^(^/2 + n ) H $/ 2 ) 

=+ 2n(2l + 1)) 务（？々） 

= + 2n) + - 2n)]H^/2) 

(因为当 / 关 0, - 1 时，两个乘积因子的紧支不相交） 

容易验证(见图 5.3): 上式与式 (4.2.3) 是等价的。值得一提的是，相位因子 
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在 4.2 节中是为了构造正交小波、消除冗余度而引人的，在这里却是在5,1节中所 
介绍的一般多分辨分析的自然结果。 

在讨论小波构造的其他例子之前,需对式 (5.1.6) 给出的条件进行适当放宽。 



图 5.3 Meyer 多分辨分析中的？(？+2^:) + 

及多(扣)的 图形; 它们的积即为以(？)|(也可见图 4.2) 


5.3 放宽尺度函数的正交条件 


5.3.1 尺度函数的 Riesz 基 

式 (5.1.6) 给出的 jS(.-A) 的正交条件是可以适当放宽的，即:仅要求 M .-幻 
构成一个 Riesz 基。下面将讨论如何由 V 0 的 Riesz —个基|多(一是）， A6Z} 为 
构造一个规范正交基。首先 定义： %上的一个 Riesj: 基，当且 
仅当I仏-幻，々 ezf 展成 v 0 , 而且对于任意的 (c*) iez e/ 2 (z) 均有 

^2 I Q l 2 < [| Sc ^(- i )| j 2 < Bl ： I Q I 2 (5.3.1) 
其中 A >0，_ B < oo , A 、_ B 与 C „ 无关(见预备知识 ) e * 

因为 

II ji 2c te -^(f) t 2 d? 
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- "I Sc〆 〜 2 S I H ^ + 2 t : 1 ) l 2 d ? 

J 0 k i^Z 

以及 

2 I Q I 2 = ㈤ - 1 }: I 2 c ， 好 l 2 df 

故式 (5.3.1) 可等价为 

0 < UtOK 2 I + 2nl) I 2 

i 

< {2^)-*B < oo ( a .e.) (5.3.2) 

于是可由下式定义 0€ L 2 ( R ) 

= (2^)-^[1： t H? + 2nl) i 2 ]~ 1/z H?) (5.3.3) 

l 

明显地， S I ^($ + 2 kI ) I 2 : UTO — U.e.K 这表明 P (•-約是对上的规 

i 

范正交基。另一方面，空 N v # 吋由(一幻展成，即 


Vo # = 1/;/= S / n # ^(-«),(/ n # We / 2 ( z)l 


= f/d= L 2 ([0,2；T]) 且以2兀为周期 I 

=!/；/= e L 2 ([0,27T]) 且以 27T 为周期 i 

(根据式 (5.3.2) 和式 (5.3.3)) 

=I/；/ = — n 、， 


(/ «Uze lHz )\ 

- V 0 (因 为多 （•《) 为 V 0 的 Riesz 基） 


5.3.2 由尺度函数构造多分辨分析 


在 5.1 节中已经阐明:一个多分辨分析有满足式 (5.1.1) 〜式 (5.1.6) 所给条 
件的一组阶梯型空间组1 ) ez 和一个特定函数^ %构成(其中式 (5.1.6) 的条 
件可以适当放宽，见 5.3. 1节)。于是，可从选择适当的尺度函数0开始来构造一 
个多分辨分析。有了定义的尺度函数 t 可通过 ii(.-A) 构造，再经尺度变换 
可生成空间彳 ％|) ez 。 这种方法可由许多例子来加以说明。 

一般地，可选 择么使 其满足 

Kx ) = ^ CJ ( 2 jc - n ) (5.3.4) 

其中， S I C„co 。 且有 " 

0 < a <^ H ? + 2Kl ) l 2 <^ (a.e.) (5.3.5) 

于是， W 可定义为由&*(々6 2)( A .* =2-以>(2~) z ™々）) 所展成的闭子空间。 
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式 (5.3.4) 和式 (5.3.5)是|«^;(;^2)|为 V 3 ( jeZ ,] 固定)上 Riesz 基的充要条 
件,而且％满足式 (5.1.1) 给出的空间阶梯特性，即％也同时满足式 (5. 1.1)、式 
(5.1.4) 、式 (5.1.5) 和式 (5.1.6 K 为了说明丨％ 构成一个多分辨分析，还需 
验证巧满足式 (5.1.2) 和式 (5.1.3) 给出的 条件。 为此,给出下面两个定理。 

定理 5.3.1 若仏1_ 2 (印满足式(5.3.5),并定义 ％ = Spadf ^ J 6 Z !, 则 

奶= I ⑴ 

证明： 

1 . 由式 (5.3.5) 可知，构成 V 0 上的一个 Riesz 基。特别地，构成％上 
的一个框架，即存在 A >0 ， B < ' 对任意给定的有 

A ll / ll 2 <E I l 2 <-B ll / ll 2 (5.3.6) 

k^l 

又因 v ) 和 b 分别为和 l 在单式映射下的像，所 
以，对任意/6兄有 

A II/II 2 < I ： I I 2 <S il / I ) 2 (5.3.7) 

其中 A >0, S <«=, 与式(5.3.6)中相同„ 

2 . 设函数 / 6 V ; ，并选择 e >0 任意小，则存在一个具有紧支且连续的 

函数7满足 II / - 7 II 若用咬表示7在％上的正交投影，则 

\\f-p } f\\ = IIP//-7) II < II (/-/) II < e 

于是， wez , 有 

II/II + ||^/ ||^ (5.3.8) 

3. IIP / || < A-^[S 1〈 M ,*> l 2 ]l 且 

k^Z 

Si < M ， k ) i 2 <2^^[| d x \ f ( x ) WH 2-^- k )\] 2 

(这里选择适 当的及 >0, 使区间卜及， 十 只]包含/的紧支） 
a I H2~ } x-k)\) 2 

<2-^ II /I!I H2~^-k) I 2 

= “ （ 5 . 3 . 9 ) 
在上式中，糾! >-2 〜及彳+2-次 ], 这里可假定 j ■足够大使 2 K^ d 

4. 式 (5.3.9) 可改写为 

S I ( f ^ j , k ) i 2 <2 R Wf \\ 2 L ~\^ j ( y ) I <^( y ) \ 2 dy (5.3.10) 
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其中 4 为区间5^上的特征函数或指示函数，即有 

心叫0 

对于 WZ , 显然 有:当 oo 时 ，I (30— 0。于是由控制收敛定理可得:当 ）400 
时，式 (5.3.10) 趋于零。特别地，一定存在 Z , 使式 (5.3.9 Ke 2 A , 即 | j | 
< e 0 将其代人式 (5,3.8) 即得 || /|| <2 e 。 又因为 e >0 无限小，故/=0。 , 

这就证明了|%|^满足式(5,1.3)。为了证明它同样满足式 (5. 1.2)，还需 

对尺度函数附加两个条件，即 J 是有界的且 \^ U ) dx ^ O a 

定理 S .3.2 假定4€1 2 (?|)满足式(5.1.3),且奴$)对所有的$均有界， 
在6 = 0附近连续且多⑻钟，％的定义如前所述，则 U ,. ez V ， L 2 ( R )。 

证明： 

1. 由于将再次利用式 (5.3.7), 故重写如下 


A||/|| 2 <S iez l(/，U t 2 <B||/F 
其中，71>0，召<00，且均与 ； 无关。 

2•取函数 / e ( U , & z V ) 广(正交补），选择 e >0 为任意小，则存在一个具有紧 
支集的函数 ( T 满足 || /-/|| L < e 。因此，对于任意的_/ = -代 Z 均有 
II p~}f\\ = IIP/ II = II p ; Cf-f) (I (因为 ^/ = o) 

(5.3. U ) 

另一方面，由式 (5.3.7) 可得 


II | (fJ. Lk ) I 2 (5.3.12) 

3. 利用标准技巧(见第3章)可得 

S I 2 

k^z 

= 27rj I K2-D I 2 I 7(6) I 2 狀十 fi (5.3.13) 

I R l<2 J rSjdf I 7(f) II f(^ + 2 J 2nl) N(2_ J f>|| ^(2-^ + 2^/) 


< H II I f ($) \\ f ($ + 2 j 2 kI ) I 

由于可找到常数 C 满足 

I /(?) kc ( i+i $ i 2 r i/2 


于是有 


(5.3.14) 


\ r\<c 2 ll?lli„Sfd^(i+j $ + 2 j ki \ z y i/2 (i + \ ^ - 2 J ^i i 2 )-^ 
1^0 J 
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ii i- Sa + a 》 2 ^- 叫 d t (i + u i 2 )- 1 

(两次利用: SU p(l + y 2 )[l + U — j) 2 ] _1 [l + U + ^) 2 ]' 1 < 00 ) 

< C 2 ~ } (5.3.15) 

4. 由式 (5.3.12) 、式 (5,3.13) 、式 (5.3.14) 和式 (5.3.15) 联合可得 

2 x \ d $ I U 2 ~ J ^) I 2 I f ( e ) l 2 < Be 2 + C 2 ~ j (5.3.16) 

因为？⑴一致有界，也在 MO 处连续，所以式 (5.3」6) 的左端项当时收敛 
于 2 tt 4(0) | 2 || 丨 il 根据控制收敛定理于是有 

?(0) PCe (5.3.17) 

其中(^与 £ 无关 a 又因为 i| /-/II [< £ ,由式(5.3,17)可得 
ll/il l 2 <£ + tl/ll L 2 <(1 + C t 务 (0) 

由于 e 为无穷小的常数，所以/ = 0。 ■ 

注意： 

1. 若对尺度函数0加上稍强的条件，则定理 5.3.1 和定理 5. 3.2 的证明将更 
简单。例如： Mkche〖U( 1990) 证明了与定理5, 3.1 和定理 5.3. 2相同的结论。其 

证明条件是4连续且满足 4 U )|< C (1+ U |)- P £ ; Y ^( x ~ l ) = 常教#0， 

1^1 

它们筮涵必 6 L 1 以及 j _ j >{ x ) dx ^ 0 o 

2, 定理 5.3.2 中 1 U ) 在 f = 0 处连续”的条件不是必需的。例如在下面的多 
分辨分析的例于中，尺度函数不要求是绝对可积的„设 Vf , 〆 ，# 分别是多分 
辨空间，尺度函数和 Meyer 小波基组成的小波，且有 CT (见 5.2 节）。又设 H 
为 Hilbert 变换，即 




7(f) 

_/( f ) ?<0 


并定义 ％ = = 由于 Hilbert 变換为单式变换且对于尺度变化和对 

z 的平移可交换，所以％仍构成一个多分辨分析，^^为％上的规范正变基。然 
而？⑷在 f = 0处并不连续。又因为0在 Supp(#)，0= (H，)' 是且具有紧支 
的函数，所以0本身是的且有快的衰滅。因此卢是一个具有良好衰减特性的 
光滑小波，并与一个由衰减特性较差的尺度函数多①所生成的多分辨分析相联系。 
需要 注意的 是：〆 和4均满足二尺度方程(式 （5.1.17)) f 且包含相同的因于 
式 (5.3. 4 )中的(对应，叫)并不惟一确定 t 而且 c „ 在^—»的衰减特性并不 


(D 见本章末注6。 
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能说明 4 有衰减特性 ®。 

3. 以下的讨论将表明：在定理5, 3. 2 若？有界且在$二0处连续，则条件 
多 (0)^0 是必需的。 S / GL 2 ( R ),/# OJSupp /〔[- i ?,+ i ?],_ R < + %S 
U #2 R = L 2 ( R ) ,则/= |也 P -/ c 然而，正如在式 (5.3.13) t —样，有 

||P-/|| 2 <A_ 1 2 I (f,Kj, k ) I 2 

jKZ 

<A~K2^\\ H2W) W 2 \m\ 2 ^ + R] 

因为 &连续 ，故由控制收敛定理可知 ：上式令的第 一項当 J —0 时趋于 A ~ 1 2 k 
l ^(0) i 2 || /|| 2 ;而第二项有式 (5.3.15) 的界，因此第二項在 J — oc 时趋于零。于 
是有 

ll / ll 2 - limll 尸]/ II 2 < InA - 1 I HQ ) i 2 II / II 2 
若 I !/ II 尹0,则上式 蘊涵： ko ) 尹0。 

4. 定理 5.3.2 证明过程 令的第 3、4步同样可用于证明 | ?(0) \ 2 < B / 2 ko 事实 
上 

s II/II 2 > sup]/ II 2 >2 | i 2 

A€Z 

= 2tv| t I 2 I )m l 2 df + J? 

这里 mi 对 / 以 C2-J 为界，而第一項趋于 2 d?(0>l 2 || / || 2 0 再根据注意 3 有 
A^J<|M0) | 2 < B /2 tt 0 特别地，若心,* 正交，则 A = B, 于是 | ?(0) | 2 = 
(2n)~ l/2 0 

5 . 条件？ eL 00 和务(0)#0(?在 f = 0 处连续）蘊涵着对 c „ 的限制。因为式 
(5.3.4) 可改写为（频城二尺度方程） 

?( f ) = m ^/ l ) U ^/ 2 ) (5.3.18) 

其十，叫(？）二士^>^。特别 地彳⑻ = m 0 (0)?(0)， 即 m 0 (0) = l ( 由？(0)乒 
0), 于是有 

Sc , = 2 (5.3.19) 

而且，式 (5.3.18) 同样蘊涵。除了？(^)的零点附近外，和 0 连续。特别地 ， mo 在 
芒=0处连续。另外，若进一步有 I ?⑺ i < c ( i + 則？的连续性也蘊 

涵 R(f + 2 J r /)| 2 连续。这样必 # (定义见 5.3.1 节）也是连续的 0 因而，由 
叫（？）= 0(2$)/?(0可得》^(0) = 1。又因为 | m 0 # mi 2 +| m#(f + 7 O | 2 = l , 


© 见本章末注7。 
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所以； 4 U )=0 & 又根据 = ^ 。⑺ [S l ?(6 + 27 t /) t 2 ] 1/2 [ S \ H 2$ + 

i i 

2 jt /) P ] _1/2 , 故有 wo (7 r )=0, 或 

Ec n (- 1)" = 0 (5.3.20) 

由式 (5.3.19) 和 (5.3.20) 可得： 2 c 2n - S ^ 2n+ i = 1 。这与 p 的容许条件是一 
致的' 值得注意的 是:若 必连续，且 IWxiKCd+kD — h ，则 S /2ft = l = 
2] c 2n+1 与 MiccheUi (1990) 条件 ^Hx - l ) = 常数？^0是等 价的' 

" 综上所述，一个新的规范正交 i 波基的构造步骤可归纳 如下： 

_选择4并使之满足 
⑴4和多有足够好的衰减特性； 

(2) 满足式 (5.3.4) 和式 (5.3.5); 

⑶ jiHx)dr ^ 0 D 

(若以上条件满足，则由定理 5.3.1 和定理 5.3. 2可知％构成一个多分辨分 

析)。 

• 若有必要，应进行正交化处理 

P ( e ) = Holing I He + 2 ni ) i 2 r ^ 

• 最后，构造正交小波基 _____ 

多 （ f ) = + 7 t )? tt ( f /2) 

其中 

W( f(f)= 叫 ⑻ [S f H? + 2 K l) l 2 ]-^[S I me + 2izl) t 2 ]- 1 ^ 

或等价于 1 1 

Wx ) = 

上式可表示为1»气 

5.4 更多的例子: Battle - Lemarie 小波族 


Battle - Lemarie 小波族与由样条函数空间构成的多分辨分析相联系„对每种 
情况均选择具有整数结点 B - 样条作为原始尺度 函数。 


①见本章末注 8 。 
© 见本章末注 9- 
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若选择 > 为一个分段常值样条 

… ) 叫0雛 

则由它构造的是一个 Haar 基。 

第二个例子是选用一个分段线性样条为尺度函数 

,,, 11-1^1 0 ^ JC < 1 

⑹ = 1 0 其他 

其波形如图 5.4(a) 所示，且 sS 满足 

Hx) 

这个展开过程可用图 5.4(b) 来说明。的傅里叶变换为 


jH2x + 1 ) + <f>(2x) + - 1 ) 


且有 2 tu |] I H ^ + 2 nl ) + ycos^ = y(l + 2cos 2 f/2) ® 0 



图 5.4 分段线性 B- 样条函数#的图形;它满足 
i'(x)--^H2x + \) J r'i>(2x) ~ 2 H 2 x - 1 ) 


显然，上式满足式(5.3.4)和式(5.3.5)，且06/> 1 ,]^(1) ( 1 1； = 1#0。故 V} 
构成一个多分辨分析(该多分辨分析由结点为21的逐段线性函数构成 ) Q 因为辛 
对: c 做平移后并不正交，所以需要用式 (5.3.3) 的方法进行正交化处理 

与分不同，？ # 不是紧支的，其波形如图 5.5( a ) 所示。为了绘制？ # 的波形，最简单 


①见本章末注10。 
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的方法是通过对 (1 〃的傅里叶系数进行数值计算 

(1 +2 cos 3 |/2)- 1 ^ = 2/， 

并写出妙 W 的表 达式: - 幻。对应的表示为 

m.^ (f) = cos^/2[(l + 2cos 2 f/2)/(l + 2COS 2 ?) ] 1/2 

从而可构造出正交小波 

^(?) = e ^ sin 2 f /4 [(l + + 2 co ^ f /2)] 1/2 ? # ( f /2) = 

V 3 e ' S /2 sin 2 ^/4 [(l + 2 sin 2 f /4 )/[(l + 2 cos 2 f /2 )(l + 2 co ^|/4)]] I /2 Kf /2) 

于是又可通过计算 [(1 - sW 4) (1 + coS ^/2) _ 1 (1 + cos ^ A ) — 1 严的傅里叶系 
数 d „ 来写出小波的时域形式 

< p ( x ) = - 2 d n + - n ) 

其波形如图 5.5( b ) 所示。 

第三个例子是选择 fi 为一个分段为二次多项式的 B _ 样条 



图 5.5 Battlfc - Lanarie 族中的尺度函数与小波波形 
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与第二个例子一样，满足式 (5.3.4)和式(5.3.5)，且>€1^，]^(7) ( ^ 
关0。然而 4(. -纟）并不正交，需在构造小波之前利用式 (5.3.3) 进行正交化处 
理，以寻求？ 1 ^和关于>*和0的具体构造过程在这里不做详细推导，而仅 
给出它们的波形，如图 5.7 所示。 




—般地，若4是一个 N 次 B- 样条，则 

其中 

10 N 为奇数 
~ ll iV 为偶数 

且命满足 J^U)d_r = 1 ,以及 

j 2 -2M 写 (2M/ 1) 仙 -M- 1 +；) N - 2M 

| 2 -2 M - i 2 g ^2 Af + 2 ^ (2 ^ _ M _ 1 + >) n = 2 M + 1 
对于任意给定的 N, 可写出乏] I ?(f + 2nl) I 2 的显式表达式，例如见 Chtii 

iez 
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(1992), 而且 fi 均满足式 (5.3.4) 和式 (5. 3.5) 。若 N 为偶数，则 (S 以 z = |为对 
称轴，对于奇数 JV 则以工= 0为对称轴，而且除了 N = 0,K.- 幻均不正交，需用 
式 (5.3.3) 进行正交化处理，其结果是 :对于 所有的 Battle-Lemarie 小波族均满 
足: SuppP = R=Supp0 ; 正交的 P 与非正交的 > 有相同的对称轴，小波0的对 

称轴均为 z ■(若 N 为奇数，则0对于对称轴对称，若 N 为偶数对于对 
称轴反对称)。尽管 SuppP 和 Supp# 延伸至整个; r 轴，但 P 和0均有非常好 (指 
数型)的衰减性。为说明这一点，我们有如下定理。 

定理 5.4.1 设0具有指数型衰减特性： | 多 U) |<C e ” |j:l ，且对给定的 a: 0 
< a <7: ，有 

S^) I (e^S) A (?) KC{1 +1 f I) - 卜 e (5.4.1) 

粥雖 0<a<I； m +2 Kl)\ 2 a 定义 0^(6) =咐)[>2 l^(? + 2^) I 2 ]-' 

则浐也有指窗 ' 

证明： 

1 .函数 4 有界 ： I Xx) 蕴涵： 有到带形区域 \ l m ^\< a 的解析 

延拓，且对所有的 lf 2 l<« ，有？ （_ + 兩) 6 l 2 ( r )。 同样有? 

2-对固定的芒2,定义 F ^ 2 ($ i ) = ?(?1 + i ?2)?( _ fl _ 这2) t 则 
XI I ^e,(fi +2 kI ) I 

t€Z 2 

<(S 1^(^++ 2^/) l 2 )'^(I： \ k -^~ ih -2^ D \ 2 ) t/2 

及 ' 

S I + i$z + 2 nl ) I 2 

l 

< I + ih ) t 2 + 2jd^ I + M + ^ 2 ) I 
I < f >( x ) I 2 +2[Jdxe 2 V I Hx ) | 2 J 1/2 
* [jd^-e 2 ^^ 2 I ^(x) I 2 ] 1 " 2 < oo 

(这里利用了不等式： ^] \ f ( x + 2 id ) l <(2 jc) _I/2 jdz I f ( x ) l+|dr I / U ) I )。① 
因此，若 | lmf 2 |< y , 则 f I Ff 2 (^ t +2 tt /) I 绝对收敛。根据控制收敛定理，由 


①见本章来注 11 。 
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2 I F^(^ + Zni) I 的有界性可知 : 对于 |lmf|<)S I F^(^+2id) I 在芒 = 

fi + if ： 处是解析的 <j 

3 . 对于 |lm 芒|<7,函数 G(f)= [ I Kl+ 2 tt ；) I 2 也可作解析延拓 。 因为 
G 以 2 tt 为周期，且 Gl R >«>0, 所以存在 L 可能[</，使 UmfIC 对 ReG ⑺ 
> a / l 。 故可定义为 | lmf|<S 上的解析函数 D 这就意味着 :对于 |lmf|< 
a ，P = G ， 可延拓为一致有界解析函数。 

4. 另一方面，式 (5.4,1) 蕴 涵:当 |f 2 Ka 时，有 

I ?(6i + i$ 2 ) l< C(1 +1 fi 1)-*- £ 

于是，若 llmfj 则矽是解析的，且是有界的 4P 

I P(f) l<C(l +1 Re? I) _1 " e 

从而有 

I ^{x) I = Iim(2ir )- 叫厂 e 1 乎⑻ I 

I J -R ] 

= lim(2jr)- 1/2 | T e'Ve-^^fj + 洛)阳 

00 j ^ -R 

+ (- R + h)ds - 

Jo 

# (R + w)di|<Ce-^ 当 I 6 I < miti(a,a) ■ 

推论 S. 4 .2 所有 Battle- Lemarie 小波 0 与对应的标准正交尺度函数均 
有指数型衰减性。 

证明： 

1 .若 B _样条的次数 N = 0, 则对应的是 Haar 小波,该结论无须证明。现假定 
JV>1, 则 |?<?)! = |(2( s infn)/f)p +1 , 因此 

I H?) I<C N (1 +1 f |”_i 

2. 设 y 任意大，条件 IM_r)|<C e iM 成立是平凡的^可构造 
S(R)，0<|^<a ，使 Sup 托 rSurkwa | (1 + Ifl )%⑺卜 CT M < 00,对所有的 
M e N 及办=户在 Supp{ 0上均成立,于是 

I (e^) A (f) | = | (/〆） A (?)! = !(/>*?)(?) I 

< c|drd + i c - fir M a+i c I ) _N_1 

<c，(i + 丨 ⑽足 够大） 

即:当 a 任意大时，式 (5.4.1) 是满足 的^ 

3. 由于 P 的衰减特性完全由 Re[ ^ H ^ + 2 id ) H - e -2 Kl )] 中最靠近实轴 
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的复零点所决定，所以 ( S # 有指数型的衰减特性 D 
4.因为舻指数衰减，所以 

t ht 1< 斗 (S # U) II 0(2 工 - «) ldx<C e W 々 

(利用 lx + al + l : i ：- al > 2 max ( \ x I ? \ a I )) 

于是 

I <}}{x) 丨 方 -n+l 丨 I ~ n)\ 

< cEe ? 1 " 1 


riCl-e) 


注意： 

Battle 对 Battle-Lemarie 小波族的构造方法与我们已介绍的方法是完全不同 
的。 他的研究采用了量子场理论的相关方法。有兴趣的读者可阅读 Battle(1992) 
的有关文献 c 

关于较光滑的正交小波基，可作如下的 比较： 

• M eyer 小波是 C~ 的，衰减性优于任何多项式的倒数(但未达到指数衰减)； 

• Battle-Lemarie 小波可以是 C* 的,是有限(即 N > k 十 1) ，且有指数衰减特 
性 U 增大时，衰减变慢) 

在后面的讨论中将会发 现:一 个正交小波基不可能既是 C 00 的又具有指数衰 
减特性(应当注意:一个小波框架却没有这样的限制,例如墨西哥草帽状函数)。 


5.5 正交小波的正则性 


对于小波基(无论正交与否，见第8章） 1 0正则性与 士在在 = 0 处的零点阶数 
之间存在着一种内在联系，这便是如 F 的定理。为了以后应用方便起见，我们给出 


该定理一般意义上的推述和证明^ 

定理 5.5.1 设两个函数 /J 不恒为常数，且 

其中， /,，*=2- W /(2 -公 -幻，力，*:2-以/(2-^：-；0。并假定 |/ U )|< C (1 + 
IxD'Om + l 。 又 / eC " 且当时，户 ) 有界。则/有阶零矩，即 
^j^f{x)dx = 0 (/ = 0,l,2,***,m) (5.5.1) 


证明： 

1.证明的基本思想非常简单 D 选_>、1/、广使力,*相当分散,而/又非 
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常集中(例如假定 _? 具有紧支），在万•小的紧支范围内，通过 方,〆 ‘观察”到的 
的部分可用适当项数 （ m 项）的 Taylor 多项式代替。而由 

= 0,即/与一个 m 阶多项式乘积的积分为零。然后 ，通过 

改变〆移动万的位置，并重复上述过程，可以 得到一 族乘以_?后积分为零的济 
阶多项式^这一坩阶多项式族对下面的进一步讨论是至关重要的。 

2.为了证明式 (5.5.1) ， 对/进行归纳。下面的工作对初始步与归纳步同样有 

效。设对于” eN，n </(¥0)， 有 = 0 o 因为户)连续 （Km)， 又有 
在 R 上稠密。故存在 J,JC 满足户 >(2 -化）关 0( 不然，若 
广刮， 则当卜 0,1时，/二常 数; 或者，当/>2时，/为一个卜1(>1)阶多项 
式，也就是说,/是无界的，这与定理的假定条件是不一致 的)。 另外， Ve >0, 35 
>0,使下式成立 

i fix) - i t (n\)~ 1 f ri) (2- I K)(x~2- I K) n |< £ ! x - 2~ J K | : 

设 U-2_ J K|<3, 取 则 

0 =jdxf(x) f(2 J x - 2 j ~ J K) 

= ij ) («'-)~ i f in) (2- } K)\dxU -2- } K)f(2 J x ~2 j - J K) 

+ - - 2~ J K) n ]J(2 J j： - 2 J_/ K) 

a=0 

(5.5.2) 

因为 （” </), J^/(_r)cb: = 0 所以第一项等于 

(/!)- 1 / i) (2^K)2- ((+1 >^7ujdx (5,5.3) 

利用/的有界性可知，第二项按下式有界 

1 〆 1 六 2 〜） ' +C 1 hl> /y (1 + 'y\ 1 ^ I I 
^2£C2~ Kl+l) ^dt t l (\ + t)~ a + 2CC^dt(l + /) ; (1 + 2 ^)-° 

<C ie 2 -扣十 i) + C 2 2-^- n (l + 8 ) m (5.5.4) 

在上式中，已在第一项中用 oo 作为积分上限，而在第二项中采用了不等式 （1 十 

2 ^ )1 ^1 + ^ (1 + £) " 1 ^ 2 "' ， '4^ (1 + ^" 1 (⑶)。其中的 GXz 仅与 C、《 
和/有关，而与和 j 关。由式(5.5.2)、式 (5.5.3) 和式 (5.5.4) 联合可得 
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|p/U)d^|<(/!) I 汽2 - J K ) rVeQ + r a (l + 好 +1 2 -办- /0 C 2 ] 

其中 e 可任意小，而且对于对应的心可以选择 j 足够大，使得第二项也任意小，于 
是有 

dx = 0 (l - ■ 

当用于正交小波时，定理 5.5.1 有如下的推论。 

推论 5. 5. 2若 ‘ U )=2，0(2- W -6) 为 L 2 ( R ) 上的规范正交系， 
l ^( x ) i < c ( i + UDiM '/ ec *; 且当 /< m 时，有界 0 则 
J j ^ tp ( x)dx = 0 (I - 0,1, /») ■ 

证明： 

假设0 = /=_?，则由定理 5.5.1 直接有 

^x l >p{x)dx = 0 (I = 0 ， l ， 2 ， ." ， m) ■ 

注意： 

1 . 其他证明方法可参见 Meyer ( 1990)、 Battie (1989) 的相关文献。与此地不同 
的是他们在证明中都利用了傅里叶变换。在小波出现前，关于 Calderon - Zyg - 
mund 算于中，零矩和正剌关系的研究造就了 一大批优秀理 论家； 

2. 在定理 5.5.1 和推论 5.5. 2的证明过程中并未引用多分辨分柝的方法，甚 
至连办，^是否构成基都未作要米，惟一用到的东西是正交性。 Hattie 的证明也仅 
利用了小波的正交性, Meyer 的证明则利用了多分辨分析的全部框架 a 

推论 5 . S . 3 设九 * 是规范正交的，则除非0 = 0,不可能闻时使 0 U ) 既有指数 
衰减性，又有痄 C ", 而且卢 U ) 的各阶导数 0 WG ；) (/ = 0,1,2,…， m ) 均有界。 
证明： 

1. 设 C M ，则由定理 5.5. 1 有 = 0 (/ 6 N ) ，于是 

舂 0“ = 0 / 6N 

2. 若0又有指数衰减特性，则0在某些频带 （| l m | f <；0 上是解析的 。又因 

^0[ f = o^O (/ ㈣ ，所以戶 0 o a 

上述推论得知一种选择小波的折衷方案，即:对于小波频域和时域的指数衰减 
特性，只能选择其一，而不能兼而有之。在实际应用中，小波具有时域衰减性的要 
求多于频域。 

定理 5.5.1 的最后一个推论表明了多分辨分析中的因子化。 

推论 5. S .4 设办,*为规范正交小波基,且与某个多分辨分析相联系。又设 
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I 多 (1)|，|0(工）|<0(1+1了1)1 + 1 '%(7"， 且当 Km 时， 〆 n 有界。则 mo 
(定义式见式 (5.1.14) 和 (5.1,18)) 可因子化为 

m ^) = 厂 (5.5.5) 

其中，洗 C 7% 且以 2； v 为周期。 

证明： 

1. 由推论 5.5,2 有 $ > | f=0 = 0 {I < m ) \ 

2. 另一方面，因为0 ⑺： e ， 的 叫（的+ 0?(的），且 p # eO (0) 判，而 

^⑼二以见弓丄之节的注^丄子是有：叫⑷^旧理，％在处的 m 个 
导数值均等于零，即 

告 w 0 ⑺ l f=7t = 0 (I < m ) 

3. 以上的分析表明： m 0 在 f = tt 处有 （ m + 1 ) 阶零点，即在满足推论条件时， 
m 0 可因子化为 

一.(¥厂伽 

其中，茨 C " 1 ， 且以2^为周期。 ■ 

关于小波的正则性将在第7章中作进一歩的讨论。 

5.6 与子带滤波方法的联系 

多分辨分析非常自然地引出了对函数小波系数的一种逐级地快速计算格式。 
如果对于已经给定的小尺度 '已计 算出(或给定)了函数/与七^的内积，那么，利 
用多分辨分析可对给定函数的小波系数进行系统且快速的计算 D 为了便于改变函 
数/的尺度，可首先假定已给小尺度的标记为 ）=0, 并由此容易求得）>1 时的内 
积〈/,办,0。首先见式 (5.1.34) 

+ : 2 g n ^- i, n 

其中，彳 - i ,„〉= (- m _ n +1 ， s ®# 

4 > j , k U )= 2 ~^^( 2 ^- k ) 

= 2~^Ylgn^'/'(2- J+ \ -2k - n) 


0 见本章末注 12 d 
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=+ = S^-2^-l, n (^) (5.6.1) 

于是得 n 

X g«-2k(f<h. n ) 

这说明 :0 M 河通过求序列 (</ 為 n . n 〉) n ez 与序列 ( LAez 作卷积，并保留 
卷积中偶数采样值而得到 c 类似地，有 




(5.6.2) 

在上式中，若已知，则可通过卷和运算和抽样来求取 </，U。 而由式 

(5.1.5) 

U . X ) = ~ k ) = lX-2A-i, n U) 

(5.6.3) 

因而有 




( f，D 二 TjK ^2 k ( fA -\, n ) 

(5.6.4) 


由此可见，函数/的小波变换求解如下。 

首先计算〈/人丄然后由式 (5.6.2) 求〈/，甸」，由式 (5.6.4) 求 </U。 
接着由</，6,„〉又分别由式(5.6.2)和式(5.6.4)计算</,心,0和</，心, 1 ^,-.+ ,并 
不断地重复上述计算过程。在每一步计算时,不但求取了第 ； 尺度层空间上的小 
波变换系数〈/,九而且也求得了第）层上的尺度变换系数 〈/j M 〉 ，这种尺度 
变换系数可用于求解下一尺度层上的小波变换系数。 

考虑到函数/在相邻尺度层上的“信息”差别，上述计算过程也可认为是函数 
/的逐次逼近过程^基于这种观点，从/的一个较小好的尺度近似/> = 开始 

计算 (F y 为空间％上的正交投影算符，同时 引人兑 为正交补空间％的投影算 
符)，并将 /G V 0 = V^W, 分解为/ = / + #，其中/ = =巧/为该多分 

辨分析上的下一级粗略近似，5 1 = /-/ = Chf = = Q ' f 为/变换过程的 
“信息损失' 因为在所有的空间％、 1 %.上分别存在规范正交基 
(办, *)i€Z 所以 

/* - - Sdl . n ，# = 

式 (5.6.2)、 式 (5.6.4) 表 " 明了在上作 n 正交基变换 
时，正交变换系数的影响 

c \ - A n -2*£.'^ d \ = U gn-2*^ (5.6.5) 

ft n 

若弓 I 人记号 a = U n )„ ez ，XS_„) nez ，(A^= 乏 > 2lS -A, 则上式可改写为 
r 1 = He 0 d l = Gc« 

f 的粗略近似 /i ev 1= v 2 ® w 2 又可分解为 f l =f + d 2 , f 2 ^ v 2 , s 2 ^ w 2 ,K 
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于是又有 


n « 

c 2 - He 1 d 2 = Gc 1 


以上的分解过程可以图示为图 5.8。 



图 5.8 式 (5.6,5) 的图形表示 


在实际应用中，逼近过程将在有限多个尺度层以后停止。这意味着函数/在 
尺度变换(</， c 0 中的“信息”已分解为扎…， 〆 以及一个最 
终的粗略近似 J ，即 ：（</, 九*>)托 2 () = 1，2,…，乃以及（〈/,6,0)以2。因为我 
们所作的是逐级的正交基变换，故其逆运算可用一个伴随矩阵表示。显然 
/-I = f + & 

=+ S40j,t 

h k 

因此 


d " 1 

t k 


= Sf ft n -2*4 + gn- 2 l 4 i] (5.6.6) 

k 

(利用式 (5.6.1) 和式 (5.6.3)) 


在电子工程中，式 (5.6.5) 和式 (5.6.6) 是一种可实现信号精确重建的子带滤波格 
式的分析及综合过程^在双通道子带滤波方案中，输人序列 （d) nez 分别与低通 
滤波器和高通滤波器求卷积，并对卷积的结果进行二次抽样，即仅将偶(或奇)结点 
采样值保留。该过程可用式 (5.6.5) 精确表示。为了便于读者理解，这里先对“滤 
波”的概念进行简格介绍。实际上，任何一个可和序列 O n )„ ez 均可表示为一个紧 
文带限信号 /(Suppr^[ - ％ +幻)的采样值序列(见第2章)， 


y{x) - 2c» 


sin jc{x - n) 
ir(x - n) 


或 



156 



滤波运算对应于夕与一个2;:周期函数的乘法运算。如 

a ($) = S an e- ,Bf (5.6.7) 

其运算结果 a * 7也是一个带限信号，即 n 

(« ”）八⑻=去2 

V L7T jt m 

或 

("y)u) = f(gv> sin ( 六 ； ；) n > 

若 ilh T + Jt] 几乎集中于 [i/2, 二则滤波器是低通的;若5|卜„, +)[] 几乎集 
中于 f f ; tt /2< 则滤波器是髙通的，如图5 . 9所示。若满足 



图 5 . 9 低通滤波器(实 线) 和高通滤波器(虚 线） 

则滤波器是理想滤波器。对应式 (5.6.7)， a „ 可表示为 
r 1/2 M ~ 0 

a L 0 n = 2 k(k ?^0) 

"一 1 (_1)* +1 … 1 

[(2 务 + 1) 兀 n = 2k + i 

[1/2 « = 0 

a H ^ J o n = 2 k(k 

an " 1 (_l) t+1 +1 

1(2 々十 lh n=2k + 1 

当该理想低通滤波器用于 y 时，其输出是一个紧支集为 [- tt /2, + 的带限信 

号,且完全由它在 2 Z 结点上采样值决定，于是有(见式 (2.1.2)) 
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(町 ”) U 卜叫 

同理，当该理想髙通滤波器用于 7 时,其输出相当于一个紧支集为 [- k /2, +JU/2] 
的带限信号做频移平移，且该带限信号也由它在 2Z 结点上采样值确定，即 

( a H * 7)( jt ) 


= 士1! 也 - ， m)e _ Kdf 

n m 

= S(2az n - m c m ) {2 cos[tt(x - 2 n )/2] - l| 

因为与〜卷积后的偶结点值输人足以完全表征吒 * y 和咁 * 7 ,所以仅需 
在卷和后保留这些值 D 这就是在子带滤波方案中采用的2因子取样(称为“亚样”） 
的基本原理。另外，利用两个被滤波和抽样的序列 

4」二 (S a 2„- m c m ) C 卜 (/ Sa 2„- mC m ) (5.6.8) 

来重建原始序列 c OT 也是很 i 易的，即 " 

C m = y(m) 


= ( a L * 7){ m ) + 

(因为 k = 1) 

:? H ㈣ + 必⑽ W- —hW] _ ti 

当分别按取偶数和奇数考察上式可得 

c 2n , ^ 4 + (^ 


c 2 m + \ ^ 


? ^(21 _ 


利用〜的表达式可将上两式统〜为 


q = 2S (ai- 2 A + U) 
上式的运算可分解为以下三个步 i : 


(5.6.9) 


•在4和 d 两个序列中均交替插人零(即构造一个奇结点取值为零，偶结 
点取值为给定序列4和 J 的值的新序列）； 


• 将被插值(这种插值又称为“上抽样”)的两个序列与滤波器/，分别求 

卷积； 


• 将两个卷积序列相加 。 

为直观起见，式( 5 .6.8)和式 (5.6.9) 可用图 5. 10来图示。 

理想低通滤波器和理想高通滤波器 /、 a H 的衰减系数4和衰减很慢，所 
以它们是不实用的。在实际应用中，人们提出了如图 5. 10所示的子带滤波方案， 
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图 5.10 信号分解和重建过程的图形表示 

(子带滤波方案中信号分解和重 S 过程示意图(用虚线分离分解和重建两部分)中的符辱 W ， …)表示 
与对应序列的 卷和; 2+表示 11 亚抽 样”; 2 1 表示 ••上 抽样"。在理想情况下，即 
a * = 2 a ff ，其输出与输人相等 , IP:r = r 0 ) 

即选用了滤波器/^ 1 、^、^ 1 ，以加速滤波器的衰减，为满足这种衰减的需要,该 
方案要求对应的&周期函数 / wWj 1 比公和有更好的光滑度。这样做 
的结果将会在输出中产生“混叠”现象，因为好像是“实际”(而非理想)的 
(见图5.9)，也就是说最髙频率为7：/2为带限函数，也不再相当于对 y 的抽 
样,而像是产生了“混叠”(与2 . 1节中介绍的情况类似)。在信号的重建过程中，必 
须对这种“混叠”现象进行校正，即要求与匹配，以消除信号分解后 
所产 生的“ 混叠' 然而只有当/和^以某种方式相匹配时，才可能有3，以与 
a 1 之间的匹配。为了寻找这些滤波器间的匹配条件，可引人符号 z 将一个序 
列 U „)„ e Z 表示为 aU )= Sa ^ n 的级数形式 ( Z 变换)。若 z = e _4 在单位圆 

上，则前式变为傅里叶级数。 B 有时，为了使用方便,常认为 Z €0, 而不要求 I d = 
1,于是图 5. 10所示的子带滤波方案的图解过程可重新表示为 

c°(z 2 ) = -^-[a°(z)c(z) + a° (- z)c (- «)] 

^(z 2 ) = -^■[a 1 (z)c(z) + a 1 (- z)c(- ^:)] 

其中 a 0 U ) cU ) 是/与 c 卷和的 Z 变换; |[6 U ) + W - Z )] 等价于 , 

即在 6( 幻中去掉奇数结点的输入(减抽样 h ' 

信号的重建过程可表示为 

Hz) - a°(z)cHi 2 ) +aHz)c 2 (z 2 ) 

其中 > U 2 ) 为，上抽样”序列的 z 变换(即已插人零值 yu 2 )= 26 2 ")，总输 
出为 " 


c(z) = -^-[a 0 (z)a°(z) + a 1 (z)a 1 (z)]c(z) 
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+ \[ a \ z ) a \~ z ) + aHz ) a l {- z )] c (- z ) (5.6.10) 
在上式中,第二项表明了“混叠”现象。因为 c ( -幻对应与傅里叶级数 Sc n e ,nf # 
x 的频移，即“混叠”现象的产生是因为采样频率仅为 Nyquist 采样率的一为了 
消除“混叠”现象，必须要求 

a °(3；) a 0 (- z ) + a 1 ( z ) a 1 (- z ) = 0 (5.6.11) 

第一个无“混叠”的子带滤波方案要追溯到 EsteWn 和 Gaknd ( 1977)，在他们 
的工作中，与在注释中介绍的其他方案一样，所有的序列均为实序列,并选取 
Az ) 二 a °( - 

< 2 0 (艺）= a °( z ) (5.6,12) 

a l ( z ) = - a ° (- z ) 

于是，式 (5.6.11) 得以满足，而式 (5.6.10) 则简化为 

Hz ) = - j [ a °( z ) 2 - a °(~ z ) 2 ] c ( z ) 

若《°是对称的 ，即： 以„ = 4,因为乏 > 0 „(- ir e _ 喊二 Q 0 U _ f )， 则 
«'(?)= 与/($)关于频率“半带”值？々成镜像对称 D 因此式 

(5.6.12) 所表示的滤波器被称为“镜像正交滤波器 ”( QMF : quadrature mirror fil ¬ 
ter) 0 在实际应用中，人们选用有限脉冲响应 ( FIR : finite impose response) 滤波器 
(仅有 限个〜为非零)。遗憾的是，根本不存在 FIR /使 JU ) 2 - J (- z) 2 = 2, 
于是在该方案中 G 不可能等于 c 。 但可选择适当的/使接近 
于2,从而使 h 目前，关于 QMF 设计的文献很多,读者可参阅近15年来的 
“issues of IEEE Trans. Acoust. speech signal process. " 0 也有人在方案中增加信号 
通道数(大于 2) 将 QMF 的设计推广(如 GQMF , 即推广的 QMF ) 0 

Mintzer (1985 ),Smith 和 BamvreU (1986) , Vetterfi (1986) 分别提出 了不同于式 

(5.6.12) 的滤波方案 

a l ( z ) = zW - 2 _1 ) 

a °( £ ) = aHz - 1 ) (5.6.13) 

a l ( z ) = o ^ x ' 1 ) = za ° (- z ) 

容易验证上式满足式 (5,6,11), 且式 (5.6.10) 可写成 

iU) - ~[a 0 (z)a () (z- 1 ) + a° (- z)a°(- 
对于 z = #和实序列 d ，上式的方括号部分可表示为 

|[l ^(e^) l 2 +l a°(-e- lf ) I 2 ] = \[ \ a°(f) | 2 +| a°(? + x) I 2 ] 
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于是存在 a D 的 F〖R 选择使上式恰好为1,故可在上述子带滤波格式中实现信号的 
精确重建。 Smith 和 Bamw e ll(1986) 将式表汞的滤波器命名为“共轭正交滤 
波器 (CQF:conjugate quadrature filter)” ,但是 “CQF” 还不像 “QMF” 那样被众人所 
认识。 

必须指出的是，分解和重建当然不是子带滤波的惟一目的。不然的话,用一根 
简单的导线代替图 5..10 所示的方案不是更简单、更有效吗？我们必须清楚地认识 
到: 采用滤波方案的目的是在分解和重建过程中实现信号的压缩和处理。在许多 
应用场合(如图像处理),经子带滤波后再进行压缩处理将更为方便 6 当然，经压缩 
(量化)后的信号是不可能精确重建的®，但借助特殊设计的滤波器，则有望在获取 
有效压缩比的情况下使量化失真最小。对此,将在下一章中作简要介绍。 

现在再回到正交小波基。式 (5.6.5) 和式 (5. 6, 6) 的结构分别与式 (5.6.8) 和 
式( 5 . 6 .9)完全相在多分辨分析中,信号的分解和重建过程当然也可图示化为 
图 5. 11 。这里，（石）„=!7；，（&)„=71；(如前所述)。 若 h „ 为实序列，并考虑 
，则在选择 

a 0 U) = h(z~ l ) a^{z) = k(z) 

aVz) = g(z~ l ) = - z~ l h(~ z) a l (z) = g(z) - - zh(- z)~ l 

后，图 5.11 与图 5.10 是一致的。而且只要在^与 P 中稍作符号变化,上式刚 
好与式 (5.6.13) 相对应。这表明与多分辨分析相联系的规范正交基均对应一个 
CQF 滤波器对，即对应一个可实现精确信号重建的于带滤波方案。然而,这种运 
算的逆运算过程却不是正确的，因为在多分辨分析的正交基构造中必有 fl o (1) 
=¥〜=2^(见5.3.2节的注:5.)，而在(^^中仅存在 0 0 (1)接近但不等于 

2 1 '另外，目前所讨论的正交小波基均对应一个有无限支集的多#，因此，心为 
无限序列。而从应用的角度看, FIR 滤波器是最合适的 D 问題的关键在于:能否构 
造正交小波基使之对应有限滤波器?这些滤波器对应怎样的小波基(如 ： 正则小 



①见本章末注13。 
@见本章末注14。 



波)？怎样的小波才可用于滤波？所有这些问題均将在下一章中讨论 D 
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注： 

1. 在这里选择一个与 Sobolev 阶梯形空间相同的嵌套的序号(下标越负，空间越大)=这种 
序号取自由 Giossmann 和 J. Morlet 引人的非正交小波基的记号。荩管它不够标准 （Meyer 
(1990) 采用的是与之相反的序号)，但与在调和分析中所形成的习憤却是一致的。而且, Beylkb, 
Oxifimn 和 RokhM 1990) 发现:这种序号在数值分析中也最为适用。 

2. 在这里，与 Meyer(1990) 不一样，未给尺度函数4事先规定正则性和衰减性 c 

3. 方程 (5.1.33) 表征了所有可能的，这一点可参见第8章中的引理 8.1. 1。 

4. 若4具有紧支，人们常常喜欢要求0具有同样的紧寞，则式 (5.1.35) 是惟一可能的选择。 

5. 通常，若0连续，则不会出现这种“病态' 请读者试着找出其他克眼这种“病态”的方法 c 
在本书编写快结束的时候,我听说 Lejnafi e (19W) 已证明:若0是紧支的(不管连续与否)，则它 
必然与一个多分辨分析相联系。他从根本上解决了这一公开的难瓸。 

6. 值得注意的是:0与必不同，只要# 6 V 0 ，则仏为％上的规范正 夂基; 且鈔 G L 1 

( R )。 另外,只要使 = (其中, A 以 2 k 为周期，且对于所有的 

Sign( ?)〆〃），_就是一个 Schwartz 函数。这种 Hilbert 变换方法可用于其他多分辨分析，如 
Battle-Lemarie 小波族成下一章将介绍的紧支小波0的构造中。 

7. 若规定？在 S = 0 处连续。则^由？惟一确定。 

8. ? 连续且以 0) 判蕴 涵:狗 (0) = 1 且叫在$ = 0处连续。于是？4在卜0处也连续。 
又因为 |<(f)| 2 + I 4(1+70 i 2 = l， 所以 Uf I 在|=兀处连续 0 因此，丨= I 

+ 幻 li?(f々)l 在1 = 0处连续（因为0满足容许条件>;这又蕴涵 w fU) = 0, 故 
m o U) = 0。 这给出了式 (5.3.20) 的另一种推导。 

9. 我们证明 :若多 连续且 |)K： r )KC(l+ |x|) + *， 則 Sc 2n - 1 =乏> 2 ， +1 与乏 

0 =常数关0等价 " " 1 

^定义: /U)= ^>Gr- /) >的衰减性和连续性保证/是有定义的且为连续的,于是有 

I 

/(x)= X ； - 2 i-n) = 2 2^-2^(2^ - m) 

I l K 

- 2( 必 (2 工 -m) = - m) = f{2x) 

所以, / 是连续的以 1 为"周期^周期函数，而且有 " 

/(^) = /(2.T：) =…=/(2%) 二… 

于是/只能为常数。 

仁 ^U-l) = C , 蕴涵？然而？⑺ = ，因此 

0 =多 （2 冗 (2n + 1)) = + l))W2n 十 1)) = m 0 (jr)^7t(2/i + 1) 

若 m o (^)^0» 则对所有的 rtd, 均有 ？(Jr(2n + l))=0, 这与条件 D | ?(tr(2n + 1)) J 2 > 0 
相矛盾。故 m D (7T) = 0 或 

= 1 = 2^+1 ■ 
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10 . —种计算 D I H ? + 2 ^ l ) l z 的傅里叶系数的简单方法是 

士广I 承 (f+ 2 ttO I 2 

2l[J a Tei 

=£[:妒1?(?)1 2 

= 去厂: drfKx) 心- «) 

11. 证明： 

因为 fiy ) = f ( x )+\" f ( z ) dz ，所以，对于 0< j <2 ic , 有 
2ir/(;y + 2ir/) = j" o dr/+ ( 工 -2id) + 九 dr 广 dz/U + 2 冗 /) - J" icj" dzf{z + 2 t:1) 
于是 

I f(y ^rlid) 1^ 2 iJ 2 dx f f{x) ! +d ^： I f{z) I 

故 

I f(y + 2n/) K (2 兀 ) _1 jir I f(x) 1 + |dr I f ( x ) I _ 

12. 如果仅给定 / 的抽样形式，即仅知道 / 的样值 /U), 则在/€%(即 f 中与 V a 正交的 
分童不能恢复)的假定下，内积 〈/A」 可以通过卷积(滤波)运算来进行。因为/= 
n .所以 /u)= 

2/( «) e '^ = ( S 〈/ 人以 

n k m 

也就是说, </， M > 是 （2/ u ) e - 时广 1 的傅里叶系数。由此可得 

其中 ， 

a m = (2 1 ,)-^df^(2^^)e- l!f r 1 

13. 为了使用方便，不同于式 (5.6.13), 对于 N 6 0, 选择 a 1 ( z ) = 2 2JV - 1 G 0 (-^- 1 ), 

，？(0 = ；^( - z ), 故所有的均为 z 的多项式(不含有负次幂项 ) D 
由此可得输出= # C U ) ，这表明在信号重建时，信号中包含一个延迟。 

14- 这是 Esteban - Galand 型 QMF 滤波器的理论基础:这些滤波器不能实现信号的精确重 
建,但是可以使重建偏差与量化误差相比小许多。 



第 6 章紧支撑小波的标准正交基 


除了 Haar 基，前章的关于标准正交小波基的例子均是无穷支撑的，这是标准 
正交化的结果(见式 5.3. 3)。在构造0是紧支撑的标准正交小波基时，从(或 
等效地，从于带滤波技术一见5 . 6节)而不是从4或 V ,出发是有意义的。在6 . 1 
节中，将讨论如何构造 m 0 , 使得对某些 /V >0,式(5」.20)、式 (5,5.5) 成立(使0 
有正则性的必要条件)。然而，正如 6.2 节和 6.3 节中指出的并不是每一个都 
与标准正交小波基有关。这两节的主要结果归纳总结在 6.3 节中的定理 6.3.6 
中。 6.4 节包括了一些紧支撑小波产生标准正交基的例子。 一 般地说，这样获得 
的标准正交小波基不能写成闭的解析形式。它们的图通过一个称为“级连算法”的 
算法可计箅到任意高的精度，这个算法实际上是计算机辅助设计中所用的“精细算 
法' 所有这些将在 6. 5节中讨论。 

这里的许多材料要追溯到 Da u bechies (1988 b ) ; 因为后来发现了许多针对 g 些 
结果的更好、更简单及一般的证明，我很欣赏这些新的方法。这些不同的方法主要 
来自于 Maliat ( 1989) , Cohen ( 1990), Uwton (1990,1991), Meyer ( 1990), 以及 Co - 
hemDaub ^ ies 和 Fea uveau (1992); 对于与精细方程有关的参考资料则来自于 
Cavaretta ， Dahmen ， 和 Micchelli (1991) > 以及 Dyn 和 Levin (1990), 以及这些作者的 
早期论文(见 6.5 节)。 

6.1 的构造 

本章主要讨论构造紧支小波0的方法 D 对小波 心保证 其紧支的最简单的方 
法是选择具有紧支(在它的正交形式中）的尺度函数入那么从的定义中可以 
得出 

K -V2|d.r^(x) H2x~n) 

其中仅仅有有限多个是非零的，从而0成为紧支函数的有限线性组合(见式 
(5-1.34))，因此它也是紧支的。选择 ft 和0两者都有紧支是有好处的,这种好处 
在于它对相应的于带滤波方法仅使用 FIR 滤波器 ( 见 5. 6节)， 

对于紧支撑的 ( S ,2 x 周期函数 
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W 0 ( f ) = ^S A n e_!，!f 

变成一三角多项式。正如在第5章中所示(见式 (5.1.20)), 匙,„的标准正交化表 
明 

I m 0 (夸 )( 2 + I +Ji) I 2 = 1 (6.1.1) 

此处取消了式 (6. 1. 1)“几乎处处”成立的限制,是因为是连续的，如果它几乎 
处处成立，则式 (6. 1 . 1 ) 必须对所有的芒成立。 

我们也对使0和0具有合理的正则性感兴趣。由推论 5.5. 4,这意味着 m Q 
应为如下的形式 

moU ) = (6.1.2) 

N^l.I 为一三角多项式，注意，甚至在没有正则约束时，也需要式 (6.1.2) 至少 


在 N 为1 时成立 ® D 合并式 (6.1. 1)、式 (6.1. 2)，可知需要寻找一个 0 
式， 

□sf 的多项 

M 0 ($) = 1 m 0 {^) I 2 

(6.1.3) 

满足 


M 0 ($) + M 0 (^ + n ) = 1 

(6.1.4) 

和 


Mo(|) = (cos 2 奢)1(0 

(6,1.5) 


此处 LU)=t£($)| 2 也是一个 cosf 的多项式。为了我们的目的，将 L(f) 写成 


sin 2 | = (1 - 喊)々形式的多项式是方便的，即 

M 0 ( f ) =(⑽ 2 音) + n 2 音) (6.1.6) 

在项 户中， 约束式 (6.1.4) 变成 

(1 - y ) N p ( y ) + 3^(1 -^) = 1 (6.1.7) 

这将对所有的3^ [0，1]成立，从而对所有的成立。为了从式 (6.1.7 ) 中解 
出户，利用 Bezout 定理 ®。 

定理 6.1.1 如果九，纪为没有共同零点，次数分别为〜，〜的两个多项式， 
那么存在着次数分别为(应为“不大于”，译者注）„ 2 - 1 ， Kl - 1的惟一多项式 91 、 
仍 ，使得 

p i (x)q l (x) + p 2 (x)q 2 (x) = 1 ( 6 . 1 . 8 ) 


① 见本章末注 U 

② 见本聿末注2。 
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证明： 

1. 首先证明存在性，惟一性稍后再证。我们假设因为 d 堪 ree (朽） 

< degree (^ i ) ,可以找到 degree ( a 2 ) - degree ( p t ) - degree {/> 2 )> degree (6 2 ) < de - 
gree ( p 2 ) 的多项式 , 6 2 (_ r ) ，使得 

Pi(x) = a 2 (x)p2(x) + b 2 {x) 

2. 类似地，可找到 degree ( a 3 )~ degree ( p 2 ) - degree (), degree()<degree 
(心) 的多项式《 3 0)』 3 (2)，使得 

户 2 (_ r ) = d 3 (^)^2(^) + *3( i ) 

继续这个过程，在这个最后方程中，用代替内,以及用代替有 

b n -\{x) = a n ^x(x)b n {x) + b„ + 1 (x) 

因为 degree (6 n ) 是严格递减且非负的，所以存在 N ffi #6^0,6 N+1 =0 S 
b N -i(x) = a N+l (x)b N (x) 

3 . 因 为心- 2 = - ! + 6 n , 从而心 整除 A n _ 2 。 归纳可得 6 n 整除所有前面 
的 6 n 和于是心整 除九和 九。因为灼和&没有共同零点，这就得出是 
一个不为零的常数。 

4. 现在有 

^N~ ^N-2 _ - ^N-2 _ ajv ( 心 -3 - a N -ib N - 2 ) 

= (1 + a ^- i ) b N ^2 - a ^ N -3 

归纳可得 

— a N ,^ N-k + a N .^ N - k-l 

其中 

a N,i = - a N , a NA = l , a Nt * +1 - a Nsk - a Ntk , a Nik+l = a N ' k 
再一次引用归纳法，得出 

degree(a N ,i) = degree(A N — w ) - degree(ft N -i) 
d^ree(a Nii ) = degree(U - dqgree(6 N -i) 

对是 = N -1, 发现 

bfi = a N,N-lp2 + ajv,N-l 户 1 

其中 

degree(a NiN -i) - degree。。- dqgree(6 N _i) < degree (九） 
degreetflN.N-i) = d^ree(/> 2 ) - degreef^!) < degree (户 2 ) 

(利用了 degreeOjv - i )》：!; 如果 (^ reeUjv — i )* 0, 那么就为 0。） 由此得到 
= = ^^4/〜满足式 (6.1.8) 且满足所需次数条件 s 

5. 现在证明惟一性。假设91、奶和 9 i 、 b 、 是式 (6.1.8) 的两个解对,两者都 
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满足次数约束，那么 

Pi(qi - qi) + P2U2 — h) = 0 

因为九 ，九 没有共同零点，这暗示着灼的每个零点都是 qt -~ qi 的零点，且具有 
至少相同的重数^如果〜关心，那么这意味着 degbi - i)>deg(> 2 ) ，这是不可 
能的，因为 deg(^!) 0 deg (幻)< deg (/> 2 )所以 m! ，于是立即可得出 qj^Qio 

注意： 


1 , 为了后面使用方便（第8章），我们以更一般的方式叙迷 Bezout 定理而不仅 
限于本章所需 e 事实上，在更一般的条件下它也成立，即：如果力, 和妁 有共同的 
零点，那么当式 (6.1.8) 的右边项可被 p ^ p 2 的最大公因子整除时，式 （6.1.8) 仍 
可解。证明仍然相同，只是现在心是户 i、p2 的最大公因子，而非常数。证明中的 
讨资是由欧几里德算法构造最大公 因子； 它不仅用于多项式（在任何分次环中，在 
代教术语中），还常用于非多项式的框架中。 

2 . 从九、户 2 的构造中，可明显看出，如果九和户 2 是有理系教的，则和幻 

也一样。这个结论在第8章中将用到。 □ 

现在将其应用到式 (6. 1.7)。由定理 6. 1.1，存在着惟一的多项式心、 92 ,其次 
数小于或等于; V-1, 使得 

(1 - W)) +/^ 2 ( 夕 ）=1 (6.1.9) 

用 (l-：y) 替代式(6.1.9)中的3«，则得 

(1 _ 3* )^2(1 -)) 十 yvu -^) = 1 

仏？ 2 的惟一性说明 q 2 ( y ) = qi ( l - y ) 0 由此得出户 b) = ? 心)是式 (6.1.7) 的 
解。在这种情况下，甚至不用欧几里德算法便可找到的显式 
?i(：y)= (1 - y) lV [l - /W !-))] 




+ o(yo 


送里写出了 (l-j)- N 的奉勒展开式的前 N 项。因为 degree ?1 )<N-1, 所以 91 
等于它的泰勒展开式的前 N 项，即 


这给出了式 (6.1.7) 的一个显式解(很幸运地，对于3^ [0,1 ], 它是正的，所以 
它是|1(彳）| 2 的一个很好的候选者 ) D 这是惟一的最低次数解，我们用巧来表 
示①^然而存在着许多更髙次的解。对于任意一个这样的高阶解，有 

(1 - ^) N [P(^) - Pn (^)] + / [P(l ~ y )~ P N (1 -^)] - 0 


①见本章末注3。 



167 


这说明可被 /' 整除 

P(y) - P^(y) = y Np O) 

且 

PG ) + P (1 — ））= 0 
即, F 是关于 I 反对称的。现将所有的结论总结如下。 

命题 6.1.2 形如 

m 0 (t) = LU) (6.1.10) 

的三角多项式满足式 (6.1.1), 当且仅当 L ( f )=[ L (?)| 2 能够写成 
L ( f ) - P ( sin 2 ⑽ 

其中 

P(y) U y )+ y 〜 : R(U (6.1.11) 

P^(y) = S( N ^ 1 + / (6.1.12) 

a i ? 是奇多项式,并选择 [0,1] 时保证 Pb )>0。 

这个命题完全表示了 lm 0 U )| 2 的特征。然而这里需要的是的本身，而不 
是所以,如何从 L 中求出平方根呢？ Riesz 的一条引理(见 Polya 和 Szego 
( 1971 )) 对我们有帮助 c 

引理 6. 1 . 3 若 A 为在 f 的替换下是不变的一个正三角多 项式; Z 必 
取 

M 

A (^) = 2 a w coS 7«|, a m G R 
的形式，那么存在着一个阶数为的三角多项式 B 

召⑷=心 e B 

使得 | SU)| 2 = AU) 0 

证明： 

1 . 我们将 AQ ) 写成八（？）= ^((；0^)，此 处心是 阶数为 M 的实系数多项 
式，这个多项式可以因式分解 

M 

Pa(c) = «IT(c - Cj) 

其中九的零点 G 或是复数对0七或单 i _ i 。 还能写出 
A (?) = e + ^ P A ( e ^) 
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此处^ 是阶为 2M 的多项式。对121=1，有 

P A ( z )=^(^- Cj ) 

= «11 ( 2" _ cfc + "2 j (6.1.13) 

所以式 (6,1.13) 左边和右边的多项^在 G 上一致 D 

2. 如果9是实数，那么士 - (产+音 r 2 的零点为 q 对于 kjl>l， 

这是^,「广形式的两个实根(如果 C , = ± 1，则退化 了）。 对于 I C , I < 1，这两个零 
点是复共範的，其模为1，即它们是形式的 a 由于<1，这些零点对应 
于 A 的实际零点(即,对应于 A ⑷=0的值6)。为了不引起与 A>0 相矛盾，这 
些零点必须是偶数重的^ 

3. 如果不是实数，那么把它与 c * = q —起考虑。多项式 

(*-屮 + 外 I 乎十 | z 2 ) 具有四个零点，~.士 和 g ± / Ty ~\ 0 

很容易检验这四个零点各不相同，并构成一组四个根 z, 

4 . 因此有 

P A U) =ja M [ II u - 今） U - Zj)(z - zj^iz - z； 1 )] 

‘[立 U -e 1 吁 U-e _ 呼].[貪 r,)U - r； 1 )] 

这里，我们重新组合组不同类型的零点^ 

5. 对于单位圆上的 2 = '有 

I (e — 这 -s 0 )(e-' ? -i 0 - 1 ) 1-1 ^ f 1 I | 2 

因此 

A ( f )= I A (^) |-| P A ( e "' f ) I 

=[{ I n I 1- 2 it u]i i 2 

- \ JT (e iE - e ,a *)(e- if ~ e ~^)\ 2 • | IT ( e - ;f - r ,)\ 2 
;丨 B ⑺ I 2 

5 ⑻ =[y I flAf I ii I Zj r 2 TT I r k I' 1 ] 

J=i k =} 」 

‘ ri>- 2if - 十 I 〜 i 2 ) 


这里 
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K L 

- n ( e _2,f - 2 e _! ' f cosa J + 1) • H ( e _if - r { ) 

很明显是一阶数为 M 的实系数三角多项式。 ■ 

注意： 

1. 这个证明是构造性的。它用到次数为 M 的多项式的因子分解，然而，必须 
用数值法来求解，并且，如果 M 很大且一些零点相距很近，则可能出问题。注意， 
在这个证明中，需要分解一个次数仅为 M 的多项式，不像一些其他的过程，电们 
直接因式分解匕，即次数为 2 M 的多项式。 

2. 这个“求平方根”的过程 ，在工 程文献中也称为谱分解。 

3. 多项式 B 是非惟一的！例如，对于 M 为奇数时，可能有^=^组四个一组 
的复零点和一对实零点。在每四个一组的复零点中，我们既然能选择也能选择 

来形成而在每个数偶对中，我们既能选择~，也能选择 r / 1 。 这就已经有 
2 ( M +1)/2 种不同的 B 。 此外，总可用#乘上 BU 为2中的任意值),：> u 

命题6, 1.2 .和引理 6.1.3 告诉我们如何构造所有可能的满足式( 6 . 1. 和式 
(6.〗.2)的三角多项式，《0。然而，是否任何一个这样的都能导 出一个 标准正 
交小波基还不清楚 D 事实上，许多都不能够。这将在下两节中讨论。读者也可以 
跳过大部分细节而在 6. 3节的后部分中找到主要结果，它们归纳在定理 6.3.6 中。 

6.2 与标准正交小波基一致 

从推导一个求待定尺度函数彡的公式着手，一旦这样做好之后，将检查什么 
时候这个候选量确实定义了真正的多分辨分析。 

如果一个三角多项式讯^像 5.1 节中那样与多分辨分析相联系，且如果相应 
的尺度函数4在 L - 1 ⑻中，那么知道，对所有的芒 

- M 0 (^/2) (6.2.1) 

(见式 (5. 1.17)。4和的连续性可以去掉 “ a . e .”)。 并且，从命题 5.3.2 后的附 

注知 0(0) 关0,所以，由于式 (6,1.1), 于是 moU )=0, 由此得出，对所 
有的々€2,4^0 


H2kU= H2 2 l (2m + 

i 

二 lIT m o(2 ni_; (2m + l)70]wn((2/w + l)it H2m + 1)jt) 

j-i 

- m 0 (7c) i((2m -f 1 )tt) = 0 
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因为 S , I hMid ) I 2 二 GtO — H 见式(5.1.19))，这确定了卢的规范化：丨心| = 
Qtt ) — 1 々或 ijd ^ U ) 1= 1。我们可方便地选择參的位相，使得 d ： r ( H ： r ) = ； U 考 
虑所有这些情况，从式 (6.2.1) 可得出 

K?) = (2 tO ' 1/2 I1> o (2 飞） （6.2.2) 

；=1 

这个光穷乘积是有意义的：因为2 n I A n I I « I < =« |，且，《0(0) = 1，/» 0 (?)= 
满足 

I m 0 (e) I<1 +1 m 0 (e) _ 1 1<1 十乃 S U I 丨 sin 甿 C I 
C 1+ C I e l < e Clfl 

所以 


fr I m 0 ( 2 -^) l<exp(Sc I 2 -^ I )<e flfl 

因此式 (6.2.2) 的^边的无穷乘积在紧集 ^ 是一致绝对收敛的 <1^ 

所有的这些都是可行的，只要 A „ 具有足够衰减^在目前的情形 
下，/^是一三角多项式 ( A „ 只有有限多项非零），且只是寻找具有紧支撑的^显 
然地 i * eL 2 , ft 的紧支撑意味着46 L 1 , 于是以上的讨论是可行的。这就得出式 
(6.2.2) 是与在 6. 1节中构造的三角多项式 m 0 相联系的尺度函数的惟一选择(在 
允许可差一个常数相位因子的意义 下)。 下面将验证 > 满足一个尺度函数的一些 
基本要求。 

首先，彡是平方可积的。 

引理 6.2.1( Mallat (1989 n 如果是满足式 (6. 1.1) 的以 2 tt 为周期的函 
数，且如果 (27 r )-^ n ^ o (2- jf ) 几乎处处逐点收敛，那么它的极限 4 U ) 在 LHH ) 
中，且 / 

证明： 


1. 定义勺」;^_^](2-峙）， 


这里 




| r 1<兀 

其他 


那么 a —^几乎处处逐点成立。 
2. 此外 


①见本章末注 L 
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}d^ I /,(f) I 2 - (2兀)04 I m 0 (2 飞 ）I 2 
C2 k+1 x k 

= (2 n )- l \ dfH I 饥 0(2 飞) l 2 ( 由的 2 兀周期性） 

J o J = t 

=(27r)- 1 f 2ir d$[U I m“2 飞 ）l 2 ][l W2々）I 2 

J 0 J = i 

+ ! m 0 (2 ^ + w ) I 2 ] 

—-!>n I m 0 ( 2 ~ j e ) I 2 - II f k -i II 2 (由式 (6,1.1)) 
3 . 由此得出，对所有的务 

II /JI 2 = fl /-I il 2 =…= If /o II 2 = 1 

接着，由 Fatou 引理 

jdf I Kf) I 2 < limsupjdf \ fk(0 I 2 < 1 ■ 

第二，因为 /»0 是一三角多项式,以下从 Deskuriers 和 Dubuc( 1987) 处借签来 
的引理证明必是紧支的。 

引理6,2,2如果 Hf) - 2 , 2 7„ = 1，那么 ftr(2~』f) 是一个指 

n = ■ r ^ 1 n = J = 1 

数型的整函数。特别地，它是支撑在 [N^N:] 的分布的傅里叶交换 D 


证 明：由 Paley-Wiener 分布函数定理，只需证明 TTr {2'^) 是以 
I nr (2-^)|< Ci(l +1 f l ^expCN!^)) 对 lmf<0 

| TTr (2-^)|< C 2 ( l+l f l M ： exp(N 2 Im?)) 对 lmf>0 

(对某些界的指数型整 函数。 

我们仅证第一个界,第二个界的情况完全类似。定义 

■ V .% 

⑽）= yVru ) = 2 h.」'〆 
那么 " 。 


IIr (2-^) = e -^ f nr ,(2-^) 

j=i j=l 

所以仅需证明 Im ? < 0 时 fl q (2 -苄）有多个多项式有界。 

J 二1 

对于 ImS >0, 有 
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I r t (f) -i S I ii e，-i I 

n = D 

<2 E * I 7„ + n , f min ( l,n I ? I ) 

ft -0 

< Cmm ( l , I i ； 0 

任取 L 其虚部如果 |?|<1, 那么 

!irr,( 2 -^)|<fl[l+C 2 ^]< ITexp( 2 ->C)<e c (6.2.3) 

J=l J =1 

如果 I $ I , 那么有 j 0 >0 使得 K I f I <2V i, 及 

iftr,(2^)|< fid + c)|f[r 1 (2 、 2 、、 1 f)| 

i=i 厂 i _i=i 

<(i + cW 

^ e c (l + C)exp[/*{1 + C)ln I $ I /ln2] 

< (1 + C)e c I ^ l b(I+c)/M (6.2.4) 

合并对 KI<1 的式 (6.2.3) 和 lf|>l 式 (6,2.4), 则建立起所需的多项式界。 

到目前为止，所有这些都是好的 D 但所有这些都不足以定义一个真正的尺度 
函数。一个反例是 

m 0 ( J ) = (卜一 + 一）= 

它满足式（ 6 .1.1)以及 Wo (0) = l。 把它代人式(6. 2 . 2), 得到① 

仏）= 

或 


⑹：掉 0< " <3 

[0 其他 

这不是一个“好的”尺度函数:尽管满足式 (6.1.1), 但 二 Hx -幻不 
是标准正交的。另一方面，式 (5. M9) 也不满足 

2 I + 2nl) I 3 = (2jt)H + 吾 cosf + 吾 cos2f j 

注意，这意味着 g I I 2 = 0, 对 f = _ ，使得甚至式 (5.3.2) 也不能满 

足: 甚至不是它们所张的空间的 Riesz 基 


①见本章末注5。 
© 见本章末注6。 



为了避免这个缺陷 , 必须给 ma 附加另外的条件以保证 si 产生一个真正的多 
分辨分析。这些条件保证对所有的有 

2 I k$ + 2nl) I 2 = (6,2.5) 

I 

成立。一旦式 (6,2.5) 得到满足，那么一切都解决了 : 空间 y,= S pant^ ti ;neZt 
构成一个多分辨分析 ( 由 5.3. 2 节 ); 在每 一个％ 中 , （ U „ ez 构成一个标准正交 
基。定义 0 

(- \) n h- n+l <l>{2x - n) (6.2.6) 

因为 0 是紧支撑以及因为仅有有限多项心 不等于零，所以中 也是紧支撑的。那 
么 ( 办 , dyez 构成一个 L 2 (R) 上的紧支撑的标准正交小波基。 

在深人讨论加于上式 (6.2.5) 成立的条件之前，指出一个有趣的结论:即 
使式 (6.2.5) 不满足，由式 (6. 2. 6) 定义的函数 0 仍然产生一个紧框架，证明见 
Lawton(l990) D 

命题 6 , 2 . 3 令 叫 ) 为满足式 ( 6 . 1.1) 的一个三角多项式，且 ^^(0) = } ，又令 
趴 0 为由式 (6. 2,2) 、式 (6.2.6) 定义的紧支撑 L 2 函数，如通常一样，定义 

- k) 

那么，对于所有的 

Y1 i (n、\ 2 = II /II 2 

即 ，（ 办 ,… 构成 L 2 ⑻的一个紧框架。 

证明： 

1- 首先，式 (6.1.1 ) 可以写成 

^2k ^ ^,0 

( 见式 (5 丄 39 ))。 淋 

2. 取 /GC 00 且为紧支撑。那么，对于所有的 j 

k 

2 i ifAk) l 2 <2-^X[{dx I Ax) \\ K2- j x - k) I] 2 

< II/III I supp(/) I 2 - ^ [ dz I H2~ } X - k) I 2 

k 蝴 (/) 

< II/ill I suppif) I dy I H-k) I 2 (6.2.8) 

选择 K 使得如果设 K ， 2 、 upp (/)n[2-" su p p (/) 是空集。那么 


(6.2.7) 

] i 2 收敛 
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=S Sj dyiHy - mK - l )\ 2 

md ;0 J }'它 2 ^ PP ( f ) 

< I Hy-l) I 2 

(因为，对每 一/ , 集 (2— s _(/) + / + 饥幻„^不重叠） 

^ K H [| 2 

同样地，对所有的 j ， s 丨 （/，u I 2 收敛。 

K 

3 . 因为必 = EM -1,,,.0 = S (- ，有 

i：[i </人山 2 +1 (/我山 2 ] 

k 

=S \-h n -2kfi m -2k + ( _ l)” + m h-„ + l +2A- m + l+2A] 

.(6.2.9) 
很容易检验式 (6.2+9) 右边是绝对可加的(利用仅有有限多项 & 非零)，于是可以 
交换求和的顺序。 

4. 如 是偶数 ， Tj =2 r，m =2 j , 有 


2^ \-^ 2 r - 2 k ^ 2 j - 2 k + A _ 2 


— \ jh 2 r - 2 k hr 2 s - 2 k 


■ S 九2;-2/ + 1方2「-22+1 (替换是 

k 

^r,s = 4^(由式(6-2.7)) 


-/) 


h 2s-p 

类似地，对 《=2 r + l ， m =2 s + l 两者都为奇数时 

^[h 2r+l 2^2j+l-2t + ^-2r+2^-2j+2jtl ^ S r>s 
k 

5, 如果 a 二 2 r 为偶数 ， m =25 + 1 为奇数，那么 

2 ^2s+l-2k A-2r+2 J fe + l^-2j+2 J b J 




- ^ jh 2 r - 2k ^ 2 ^ l - 2k ~ 2 ^ 2 ^\- 2l ^ 2r ~ 2L (替换是 = 5 + r .~ l ) 

k k 


= 0 = ^ n,m 

6 . 对所有的，这就证明了 

^[ h n . 2 k ^ m-lk + (- l) fl + m / i- n + 1+2 ^-^+ l +2 i ] = 

于是对所有的 m ， n ， 韦 

2 [I 〈 /,m 2 +i i 2 ] = s [ 

通过“嵌套 ”,i m 
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s s I i 2 -1; I i 2 - s I 〈/ m 2 

j = -J+lk£Z k * 

( 6 . 2 . 10 ) 

7. 用上面命题 5.3.1 证明中的 3、4 点中的同样的估计表明，对固定的连续和 
紧支撑函数/，对任意小的 e 只要 J 足够大 (/ 依赖于/和 e )， 则^ I I 2 

< e 。类似地，由命题5 . 3 . 2的证明中的第三点的估计可知 

E I I 2 = 2小$ I H 2~ J ? I 2 [ /(|) l 2 + J ? (6.2.11) 

其中 J 足够大时1尺因为4在？ = 0连续，且 4(0) = (2tt) _ 1/2 , 当 « 时，式 
(6.2.11) 的右边第一项收敛于 Jdf I /( f ) I 2 (由控制收敛定 理:对 所有的夂因为 

由式将以上各项代人式 （6.2. 
10)，则对所有的紧支撑 C ~ 函数/，有 

S I〈/，U l 2 = II/P 

因为这些在 L 2 中形成一个稠密集，所以这个结果可通过标准的稠密性论断延拓 
到整个 L 2 ⑻。 ■ 

因此无需对 m 0 附加条件，已经有了一个框架常数为1的紧框架。由 
命题 3. 2.1，当且仅当 || 0 || =1，或等价地，对所有々62,如 fd 衅= 
A.o 时，这个框架是标准正交基①（利用 m || = [| ^ I! 这与条件 

S I He + 2 nl ) \ 2 = (27T)- 1 等价。利用 I 必(⑸丨 Ht « 0 U/2 + «) II #U/2)| 1( 式 

I 

(6.2.6) 的必然结果），这可写成 

I mo (^/2 + ir ) \ 2 a ($/ 2 ) + I mo ( f /2) l 2 «( f /2 + tt ) = 1 (6.2.12} 

其中 〆 D = 2 jtS I H ^ + 2 nl ) l 2 „ 这等效于 

I 

I 济 o(?) I 2 a(f + 兀 ）+1 m^( ? + tt) I 3 [q(?) ~ 1 ] = 0 ( 6 , 2 , 13 ) 

有 二了 2 名 #0 关 ％，使得 1 m 0 ( f ) I 2 为一次数为 N 2 -Ni 

的 cosf 的多项式。另一方面， a (?) = 2 a / e '^, 当/ > JV 2 - 叫时 ，〜二 

I 

㈤ -和 〆 I H^)\ z = ㈤ = 。，因为 ―忙[叫， jv 2 ]。 
由此得出 «( r ) - 1 是次数为 hi 的_ 的多项式。然面，由式 (6. 2 .13), 


①见本章末注7。 
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当丨叫（…为零时, a ⑴ - 1是零 （ 丨叫⑴1 2 和 I m 价 +兀 ）1 2 没有共同零点）， 
于是这个多项式至少具有」 V 2 _叫个零点(计算时重数在内）。因为它是 N 2- N ,- 
1次的,因而它必须恒等于零，即 e 1, 或 D 1 m + 2^ l ) I 2 = (2：：)-、这 
是得到式 (6.2.5) 是内^构成一标准正交基的充分必要条件的另一种方法。 

在上面的准正交例子中，当二 |(l + e _ 3 *), 由求0的式 (6.2.6) 得出 

| 3 °<"<| 

㈣ H - 音 

I 0 其他 

在这科情况下 彳不是 标准的 J p || =3 — %如果定义^ tl p || 4 0，那么^^ 
是标准的，且构成一个框架常数为3的紧框 架:框 架的“冗余因子”是3。对这二 
点，一旦认识到（也>),,托 z 族可以看成三个扩展的 Haar 基的平移的组合也就不 
足为奇了^即 

h^k = 

(hM + i)(x) 二 (D^)(x - 1 / 3 ) 

(屯， m + 2) U ) = ( D 3 ^) U ~2/3) 

此处 ( D 3 /) U )=3 ij V (3： t )。 

但是,现回到条件式 (6.2.5) 

S I H? + 2nl) \ 2 = (2tc) _1 
或它的等价形式 1 

\^ U ) Hx - «) = 5 n ,o (6.2.14) 

对应于加在叫上的不同条件以保证式 (6.2.5) 和式 (6.2.14) 成立，已经提出了几 
个方法。这些方法中的大部分都要证明引理 6.2.1 中引人的截断函数(或一些 
其他的截断族)不仅是逐点的，而且是在整个 L 2 ( R ) 上收敛于夂因为对每一固定 
A ，不难证明|厶（+ - w );« ez } 是标准正交的，由这个 L 2 收敛即可自然得出式 (6. 
2‘1 4 )。为了保证/,能 L 2 收敛面加与于上的充分条件有 

* I l>0 (Mallat(1989)) (6.2.15) 

或 


其中 
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sup I 式 f ) I <2 N - 1/3 ( Daubechies ( 1988 b )) (6.2.16) 

这两个条件都不 k 必要的，但两者都包含了许多有趣的例子。比式 (6.2.16) 
更好的 I 划的界将导致4和0的饿正 则性; 这将在第7章中详细讨论。因而，便找 
到了叫的充分必要条件。我们将在下节详细讨论这个问题。 

6-3 标准正交的充分必要条件 

0^(1990) 找到了第一 /* 的 L 2 收敛的关于叫的充分必要条件。 Cohen 
的条舱括 m n 的零集_造，在开始介绍他时结果之前，先介 绍一^ 的槪念 。 
定义: 设集合 K 满足 

1. \K]=2n; 

2. X 植 [- 中所有的 f ， 存在 l ^ ZMn ^ 2nl ^ KM ' MMK 称作为与 
区间 [ u ] mod 27 r 同余。 

特别地，送样一个与 [- Tr ， JT ] 同余的 A " 可看作 [-7 t ， TU ] 上一些“剪切和粘贴”的 
结果。图 6.1 中给出了一个例子。我们现在提出和证明 Cohen 定理。 



图 6.1 务=[-^-专冗]。卜,-号]。[-}士]11 

[Uu [警，穿]是一个与 区间卜 7r,7r]mod2;r 同余的紧集，它可看作从 [- 

中割出 [_n] 和[譬，詈]以及将第一项向右移动知后的结果 

定理 6.3.1 为满足式 (6.1.1) 的一个三角多项式， 

且/« 1) (0) = 1,又如式( 6 . 2 .2)中所示定义 t 那么下列两条等价 

1 ‘ \a.i4(x) i>{x - n) = 5 nt0 (6.3.1) 

2 •存在一个与区间 [_ jt, jr] mo d2jc 同余且包含0的一个邻域在内的紧集凡, 

使得 

mf W I m 0 (2~^) I > 0 (6.3.2) 

注意: 条件式 (6.3.2) 可以看作为一个小技巧，实际上很难证明。然而记住尺 
是紧支的，因而 有界: JC 匚0尺，只]。由 ； h 0 (0)=1 和 ot d 的连续性， 得出： 当是比 
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某个知大时 ， U 0 (2_*$)|>|， 对所有是一致成立的。这意味着式 (6.3. 
2) 可归结为要求心个函数在 K 中无零点，或等价地说, 
叫在 K /2, K /4, … ,2〜 i < 中无零点。这是很容易达到的 0 
定理 6.3.1 的 证明： 

1. 首先证明 (1) > (2) 

设式 (6.3.1) 成立，或等价地，刃丨 ♦(专 + 2 id ) \ 2 = Utt )-】。 那么，对所有的 
e e [- 7 t ,； o , 存在着4 e %使得^在这个邻域中的所有 i 
Si H^ + 2nl) 1 2 >(4^)-* 

因为 ( i 是连续的，有限和乏 ] I + 也是连续的。因而对在 [- JTA ] 

IW 石 

中的每一个存在着一个邻域 { r ; |^-^|<^|，使得对在这个邻域中的所有 f 

S | Hk + ^d \ 2 >{^ r l 

因为 [ u ] 是紧的，所以存在一^区间 i I 卜$|<巧!族的有限子集仍然覆盖 [ 1 , 
兀]。令4为与这个有限覆盖有关的 令的 最大值，那么，对于所有的氏 [ U ] 

g I HX^I^D 1 2 >(8 兀 广 1 (6.3.3) 

2. 由此得出对每一 - jr ， n :], 存在着-/ 0 到/ 0 之间的/，使得 
l^f + 27 rOl >[8^(2 Z 0 + l )]-^ = C D 现在，定义集合 S ,,-&</</„ 

So = I?6 [- m]; I ^(e) i>ci 

S i = if e [- n,n ]； \ U ; S k (J S 0 )； [ 4(^ + 27t) C\,l^0 

集合 S ；, - lo ^ l ^ to 构成了 [ - it , jt ] 的一个部分。因为 M ⑼ I =2 U ) _1/2 > C , 又 
因为彡是连续的，所以 S G 包含零的一个邻域，现定义 

K = i \J t Ts t + 2 tt /) . 

那么 K 很明显是紧的且 mod 2 jr 与区间 [- m ] 同余。由构造过程知，在 i < ■上 
l ^ f ) l 会 C , 且 K 包含零的一个邻域。 

3. 其次指出 K 满足式 (6.3. 2)，正如在此定理证明之前的注意中所指出的那 
样，只需验证对于的有限多个 k , inf feK j m 0 (2 D I >0 a 对 f ^ K , 

有 
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I H^) 1= (IT I m 0 (2 、） I) I i(2~ k 0 I (6.3.4) 

夫 =1 

有不为零的下界。因为也是有界的，因而式 (6,3.4) 右边的第一项因子在紧集 
K 上就没有零点。作为连续函数的一个有限积，它自身是连续的,所以对 技 K 

n I ™ u (2-^) i>c! >o 

k = 1 

因为 I I ，因而，对任意有 

I «o(2 _i ?) I> II I md) l>Ci >0 

迭证明式 (6.3.2) 是满足的，从而完成了 (1) ^ (2) 的证明。 

4. 现在证明(2)>(1)。定义 

Jf )] - 狀 （2卞） 

此处 ，狀是 K 上的示性函数 ^ 

⑴ I 1 

^)=1。其他 

因为 K 包含零的一个邻域，所以，对抑 — si 逐点成立。 

5. 由假设，对于々>1和托 K ， U 0 (2々）|> C > Od 另一方面，对任 意的匕 
还有， I 叫⑻ -/« 0 (0) KC ， kJ ;所以 | W 0 {^)|^1 - CT 旧。因为 K 是有界的， 

可找到知使得当托尺和时， 2-， cr | fi < 士。利用当0<1<+时，1 — I 
因此发现，对 fGK 

I 本⑴ I = ㈤ _ 1/2 li 丨 m 0 (2-^) I II I m 0 (2~ k ?) I 
i =, 卜 V 1 

ft exp[-2C ， 2-* Iff] 

^ (27r)-^C^exp [- 2C ， 2~V* ^ | ^ | ] 

=r >0 

也可将它另外描述 为狀⑻ < I ( i ( f )1/( T 。 这蕴涵了 

I 邱⑷ 1= (2nr x/1 t[ I m 0 (2~^) I 狀 (2 々） 

J = 1 

< { C )- H 2^ r m i [ I m ^ T ^) ! I 以2々 ） I 

J =1 
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(6.3.5) 


- cr)- 1 (27r)- 1 ^ I He) I 

利用控制收敛定理并总结得出在 L 2 中，抖 — < 

6. Kmod2jt 与区间 [ _ id 同余意味着对任意 2 tt 周期函数/」 & • jW 

= r d ? • A $) = n 特别地 

j -It j c 

I'd? I /4 ⑻ IV 时 = ㈤ drfl I m 。 的） iV ffl2 ^ 

= ㈤ . 一 [戸 I m 0 (2 l O I 2 ] I m (0 I 2 

-㈤- 匕叶 。 V 一啊 穴 I m 0 (2^) l 2 ][l /»o(?) I 2 

+ 1 m 0 (f + k) I 2 ] 

- ( Z^-^pdr-e-^n I ^o(2t) I 2 
卜 1 

=(2JT)，— 1 广 df . e -d lf if I m 0 (2 l e) \ 2 
卜 0 

=jd? I 叫- “e) l 2 e.w 

因为 

Jdf I H ⑻ lV ,nf = ( 27 ,)- 1 2 ^ - e K = 4, 0 
于是对所有的是 

jde I 舛 （e) l 2 e- !Hf = ^,0 

所以 

Jd? I He) lV lnf = limj I Mk (e) l 2 e ^ = ^ n , 0 

(因为 抑逐点 收敛于 A 以及利用式 (6.3,5))。 这与式 （ 6 . 2. 5) 等价，从而与式 
(6.3.1) 也等价 。 ■ 

注意： “截断”函教涔与在 W 理 6.2. 1的证明中所引用的截断函教 A 不一 
样，但是下面的讨论表明 w 的 L 2 收故将蘊涵力的 L 2 收敛。首先， JC 包含零的一 

个部域，即对某个。，0<«<扣,尺〕[ u ]。 定义：1^。 (2 
； C [- n ， a ](2 _ ¥)。 因为所以可以运用与内相同的控制收敛变量以及 
在 L 2 t, 叫—夂 因此，对是 —' II利用 Kmo<12jr 与区间[一兀， 




m 


7T] 同余，可得 II / 々-内 ll L 2 = II fk - II iS 因此，当 々― 00 时， II /i _ ^ IJ L 1 ^ 

II fk ^ ^ ；l L 2 + II W 4 II ?~*0。 □ 

注意到，只要^ 3 11虹条件式(6.2. 15) 得到满足,就可简单地取 K = [ -7r,7r], 
那么 Coheti 条件就自然得到满足，且就是标准正交的。下面的推论给出了如 
何应用 Cohen 条件的另一个例子。 

推论 6.3.2( O * enU !»90” 假设 叫⑼=1是满足式 (6.1. ；!) 的一个二角多项式， 
并如式 (6.2.2) 所示定义 L 如果_在[ 1/3#/3]没有零点，则( V ,是际准正交的 c 
证明:我们只需构造一个满意紧集因为 m u 在中可能有 
零点， ^=[-1 幻就不再是一个好的选择。但是可以以这种选择作为出发点，并 
“去掉”这些零点。更精确地说，假设的零点在 7 r /3< f <7 r /2 中且 
6;% (因 为叫是-:角 多项式，因面这些零点的数目必有限)。同样，有 m 0 在 - z /2 
中的零点为 G 。对每一 / ,取" 为含# 的一个小开区间 

与卜 m ] 的交，这个小区间足够小，使得 U 相互之间或它们与 [-7 t /3,7 t /3] 不会 
相交,并使得■(如果紅+ =兀/2,那么 Jf 将是 [? t /2 u /2] 的形式)。 

定义 K 时从[-中切去区间 2 G ,并在重新包括他们之前将它们左移或右移 
2；r， 那么 


上式如图 6.2 所示 D 


\ i ( U 2 /nu ( U 2 / ; -)}u 

- |U mT^OlU iy (27772^)} (6.3.6) 


2/1 


7C 

V\-2k 

\ 

⑻ 

0 

— ■ f | - 

n 

[-^,n]/2J + x 

i 

r i 

t 

f 

乎 31 


1 

K 






图 6.2 这个图假设在开/3< I f I 仅有一个零点，即 fl + = ll , 选择 

" = [普，安];所以 2/ 卜[普,贵]。根据式 (6 . 3 . 6) ，紧集 K 为 
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现在, 检查叫 题在 K/2,K/4,- •上有零点。将 尺写成 K c U &，此处〜是移 
去了 2泞的 [u]， &是其 余的。由构造知， m 0 在 K 0 /2 上无零点。另一方固 

[^OF^JU [U OT^)] 

因为对 , I w 0 (f) |<女,且 m 0 满足式 (6. 1. 1), 对 f € /f , I m 0 (? ± tt ) j> 

所以在上也无零点。对所有的《>2,下面的讨论表明， 2 —"Ke 
[-71/3,71/3]，所以叫在 r"K 上无零点，这就表明了 K 满足式 (6.3. 2)。通过 
构造， K 的“最左边”项是^ TfT^, “最右边”项是2斤 +2 tt 0 但是, /r ^[ k /3, k / 
2],0®27^c[-y, 及 2_"KC[ -2 - h + V3,2 i +2 tt /3]。 □ 

推论 6.3.2 在下列意义下是最优的:不可能找到 a<| 使得 mc 在 [- ㈣， tt；r ] 
上没有零点能保证的标准正交性(这点由上面讨论的反例 m {) (^)-|(l + 
e 一秘) 说明了）。点起着一个特殊的作用，因为 :mo (±|)=0 表明对所 
有的 K2, <穿+ 2^ =0,与式(6. 2 .5)相矛盾。这点可检验如下。任取 

(负的 i 可同样处理)，那么 A 可用二进制表为：是=其中4 = 0或1;为 

方便，可在 i = ，… ei e 0 的前部加一对零，便能假'设 % — i =0 o 如果々是 

偶数々 = 2/，那么 

H ^ + 2k7Z ) = m °(f +2/ir )<f + 2 化 )= 0。（因为 mo (y)= 0) 

因而仅仅需要检查々是奇数(是= 2/ + 1) 时，或 eo = 1时会发生什么，这时 
=警+恤;所以 

多 ( 亨 + 叫； mo(y)m 0 (y + + IkJ 

知果/是奇数，即 et = 1，那么 w 。 (聲+ ;兀)=飢。(营)= m 0 ( - f ) = 0。由此得 
出只需进一步考察当 ei = 0 或/为偶数时会发生什么。现继续进行，发现只有二 
进制表系为0101… 01 的 K 不一定满足<警 + =0。 但是如果向后推得足够 
远，那么将发现=00,使得确实有<夸十 2 h ) =0。 

这里的整个讨论利用了 的零点集包含有 - 
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[Jy, _ y j +ir](mod2jr) 以及 I 亨， -穿 | 是在运算 f~*2f(mod 2 jt ) 下的不变循 

环，这个运算将 [ i , x ] 映到自身。 Th . Coh en ( 1990 b ) 在他的博士论文中证明了这 
样一些不变循环是这个问题的根本。 

定理 6.3.3 假设是满足式 (6.1.1) 及 m 0 (0) = l 的一个三角多项式，并 
如在式 (6.2.2) 中所示定义 <那么在定理 6.3.1. 中的条件 (1) 和 (2) 与下述 (3) 也 
等价。 

⑶对运算 (mod 2 K ) M ~ n , n } 中不存在非平凡环丨？ t f 丄使得 
对所有 ） =1，…， n ，1 wi 0 (名）卜 ： U 

注意： 

1. 由于式 (6.1.1), | m 0 U,)|=l 与丨 m 0 ($ + TOI=l 当然等价。 

2. 非平凡指与 iOl 不同 ，彳0丨 总是一个不变循环 B 

3. 在以上的例子中， = ■ 

对于送个定理和有关结果的证明，可参考 Cohen (1990 b ) 的论文；两个推治中 
的一个实际上在下面的定理 6.3.5 的证明中的第6步得到了证明。 

导出加在 m 0 上、保证式 (6.2.5) 成立的条件的一个完全不同的方法由 Law - 
tan (1990) 提出，假设 m c 是以下的形式 

m oW = j = 2 h n e ~ 1 ^ (6.3.7) 

即对于 ”<0或常可通过乘上而得到这种形式，这与必经 
过化的平移相对应。定义因为 supp (#) C [0, iV ]， 如果 
l /|> N ，叫 = 0,则可以重组非平凡的~，|/|<况为一个(2〜-1)维向量（ (1 _〜 +1 , 
…， a 0 , …， 叫 — L )。 因为 4 U ) = 4 iJ ] h „ H 2 x - ”），所以〜满足 

Hx )^ 2 2 A 乂 fdj ^(2 j : - n ) J {2^~2 l - m ) 

K,m=0 J 




N-l ,V 

= S h k ^2i+»)a k 

(6.3.8) 

由此得出，如果由 S 11 


- 2 h n k k -2 i^n > -Af+1 </， 是 <A/ — 1 

(6.3.9) 

定义 (21V-l)x (2N … 1) 矩阵 A (此处蕴涵着 w <0 或 m W 时心 

^0), 那么 

Aa — a 

(6.3.10) 
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即 《 是义 的特征值为1的特征向量 。 注意，1总是 A 的一个特征值;如果定义 
0=(0, …，0,1,0,…， 0)(1 在中间位置），或爲=的,0,那么由式 (6.2.7) 

{A^)i = = ^j^n^n-21 = = Pi 

即邶=^如果 A 的特征值1是非退化 " 的，那么 a 必定是0的倍数，即对某些 
y & Q , } d ^(^) Hx - /)= 神以，这说明 S + 因为由定 

义，当々肖)时， P (2 W)I =0(6.2 节的开始部分)及由此得出 
7=1，从而 JdD 《( x-n =氕 0 。因而有一非常简单有效的关于标准正 
交性的判据 Q 

定理 6.3.4 (1^011(1990)) 假定 w 0 是满足式 (6.1.1) 及 m o (0) = 1,且是 
形如式 (6.3.7) 的一个三角多项式,又如式 (6.2.2) 中一样定义^如果由式 (6.3. 
9) 定义的 (2JV ~\) x {2 N - 1) 矩阵 A 的特征值1是非退化的，那么^,„是标准正 
交的。 

只有在 A 的特征方程在1处有重零点时，化,„的标准正交性才不成立。这意 
味着在所有可能的，心，《=0,…，/V(保持 JV 不变）的选择中，不好的选择(导致非 
标准正交的4，„)仅构成一个很“小”的集合 (Lawton(1990) 对此作了更为精确的 
推述)。 例如对于 AT = 3,其惟一的非标准正交选择(除去一个相因子不计)是知二 

2'^l = /l2=0 o 

Lawton 条件可通过三角多项式重述。按以前的定义， M 0 (f) = jm n (Q I 2 ,并 
且定义如下的作用于以 2 tt 为周斯的函数/上的算子 Po 

(n/)(f) = M 0 ($/2)/(e/2) + M 0 (e/2 + .t) + 

显然，根据式 (6.1. 1)，常值数多项式1在 p n 作用下是不变的。其各部分的傅里 
叶系数如下 

贿）= E(ZXU) e ， 

k n 

M 0 (ano = 败 

1 k,n 

所以 

或 

(n/)/ = = E(XXG 

- 2 l + m k 

^' n m n 

从本质上讲，上式和式 (6.3.8) 是相同的(这里并没有假定当 I w I > N 时 / m =0,所 
以不完全相同）。因此，如果 知道心 作用下不变的三角多项式只有常数, Lawton 
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条件就得到了满足。 

现在还不清楚 Uwton 条件是否能成为判定矩阵 A 的特征值 ：[ 是否有不同于 
的特征向量 a 存在的可能性。但在1990年春, Cohen 和 Lawton 分别独立地证 
明，他们的条件是相互等价的(参考 CoheiDaubechieSiFrauveaiKWW ) 定理 4.3; 
还可以参考 Uwton ( l 991)) 0 这蕴涵了 Lawton 条件是充分的。 

定理 6 .3.5设财 0 是个满足式 (6.1.1) 的三角多项式且 m a (0) = l ， 如果存 
在一个紧支集 Kmo 62 n 弓 [- id 间余,且包含0的一个邻域在内，使得 
inf ^ K 1 叫( 2 _¥); >0,那么巧作用下不变的三角多项式只能是 常数。 

注意：只需证明其等价就可以了。如果以 （ U 代表 Uwton 条件 ，（ C ) 代表 Co - 
hen 条件，通过 po 表承的 Uwton 条件用 （ P ) 代替，以 （ O ) 表示的标准正交性 
条件，由于知道 

( P )^{ L )^(0)^( C ) 

故只需推导出 （ C ) a ( F ) 就可以证明上述四条件是相互等价的„ D 

定理 6.3.5 的 证明： 

1. 将证明，存在一个非常量的三角多项式/ 在心 作用下不变与存在一个具 

寄所有期望特性的紧支集 K 是相互矛盾的 。设 /是一个这样的非常量三角多项 
式，它在尸 U 作用下不变。定义 ?),/ 2 ( f )= ~ f ($) + msx^f 

(0。 因 / 不是常量，则在 . A ,/ 2 中至少存在一个力（0)#0,取出使力（0)关0的 
』，并定义/0二/；，则九是非负的， / e (0) 尝 0，/ Q 至少存在一个零点，并且 / e 在 
作用下不变 

2. 下面探求/«的零点集合，它有一个独特结构。若 / o (^)= 0 , o ^ ee [ o , 

2兀]，则 

0 ^ '= Cn/o)(?) - M Q {^a)h{^/l) + Mfl (的 + 7r)/ 0 (f/2 + 7r) 

这里 ma ，/ o 都是非负的，并且根据式 (6.1.1), A ^( f /2)、 M 0 ( f /2 + ； r ) 不能闻时为 
0,所以/^/^、/(^々十^只有一个等于^先找到/ 0 的一个零点,0#[0， 
2 d , 则可以找到[0,2兀]内与之相联系的零点链石，.‘.，各，...,并且有性质石 + 1 或 

者等于士，或者等于 f + jt , 或等价于€ =玲 + ] ，其中 r 是 [0,2? r ] 内 f —2 fmod 
(2 d 的变换，它将 [0,2 k ] 映射到[0,2 幻本身 ^作为一个三角多项式，/ 0 只有有限 
多的零点，因此其零点链不会无限延伸下去。注意到链中至少有两个元素存在，因 
为& = 6,将意味着心=0,令「是递归刚开始出现时的下标，例如 ，& = &，对于 
某方时成立，则必有々 = 1，因为 A >1 将导致= = + 

< 〆 - 々+1< ”，故 r 不会是递归刚开始出现处的下标。接下来是二个 i 点的循 
坏，…，乞-!，满足当 7 = 1,…，"_2时，吒 + 1 = 名 以及戌 — h 同时对该循 
环中的任一零点有 f — H 。 
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3. 如果这个零点循环没有用完零点集合中除 0 以外的所有零点，那么，可以 
找到…， r-1， 使 /oAhO, 这可以重新作为一个零点序列 L 
f 2 , …，&，…，这个新序列中的每一个零点必须不同于所有的 $，这是因为若^ = 
f , 将意味着亦即，^将等于某个右。由上面同样的讨论 ， G 
就会产生一个/的零点循环，在 r 下不变并且与第一个零点循环不相交。可以持 
续产生这样的零点序列直到用完 /o 有限的零点集为止，这样 / fl 的零点集合就是 
由对 r 不变的有限的零点循环集的并行包成。 

4. 如果 / 0 (f) = 0, 则必有/(^ + ；0约，事实上，因为 rhrCf + JT), 在 / 0 (f) 
= 0 = /(f + ^) 的条件下 /和 $ + 7T 将属于同一个零点循环,如果此循环的长度为 
K , 则有+70 = $十1这是不可能的。 

5. 最后说明，如果 / Q U) = 0, 则 MoU + tO ^O。 事实 t, 对于任意 
二0, d 同样是 A 的一个零点，并且它满足 

0 = /o(r?) = (P 0 f)(r$) = M(,($)/(e) ^ M 0 U + jt)/U + n) 

因为 / 0 ⑴ =( m/ c (f + 7 r ) 判，这意味着峋(6切)= 0,因而因 
此 / o 的存在蕴涵了循环 U „ 的存在，对于 t , 有 p ^ + u j = U …， n -1, 
+ / 0 (0)尹0,所以有 $种。 

6. 现在指出， m 0 的零点 $ + ;r 的存在与 A 的存在是不相容的 D 因为成 + 1 = 
$， rf n = $〗，并且特别地$ = ，有名二 2JT& ,心 e [0,1 ] s 其二进制表示形式如 
下 

-*1 匕 -ehdi … dWi-.'dy 广 = 0 或 1 ) 

^2 =為…… d ^ v ' 式… 

X n = … 

因 f#0, 因此并非所有咚都为0,仅从这一点出发，对于#0或 d = l 定义 hi 
~ dc 则$ 十 兀= 2吻 ,inod2Tr， 其中:^给定如下： 

: Vi = ^ d i d 2 dy '' d i 4 x - d T 4^- d ^- 
yi = ■孑2^……… 

我们有 叫 )(2:^)=0， ； = 1,假如紧支集 K 存在并且有所有所期望的特性， 
则将有整数/存在，其二进制展开形式至多含有预先规定的数字个数 l (L 仅由 iC 
的大小决定 ）0 因此 27T：y = 271(2：^+ /) 将满足 m 0 (2it2 _ *y)7^O 所有的有 
y = 4… * dady -' d ^ dv - dWfd :" 

其中 ej = l 或 0,j = l, …， Ld 还可写成如下形式 
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y - e L+ „'--e L+ ie L ---e 2 ei * d^''d^---d^\-"d n — 

此处 = l 或0,对 j 二1，…, L 且当 j > L 时〜=0。 2^： y 是十进制小数点左移而 
得。由于以&为周期，故仅仅是在结尾，即 ,2 — \在十进制小数点右边的展 
开部分，决定^。口^-^^是否为零。如果~ =义，则将与 w 有的同样小数 
部分，谊将导致 m 0 ( 2zy / Z )= Q a 但因为仿 0 (2叮/2)#0,故 o = d 〖，同样可得 
e 2 = d n , e , = d n - l ,^ a 同样对某个走 € H ，2, …， d 时，灯 + 1，…，吖 + „分别等于 
4,4-1，…，山，…，必+ 1成立。因4不全等于0,而 e L + 1 =…= e L + „ = 0,这 
是互相矛盾的。最终得证。 c 

由定理 6.3. 5结束了关于 m n 的充分必要条件的讨讼，下面的定理总结了 6,2 
节和 6.3 节的内容。 

定理 6.3.6 假设叫是个三角多项式，满足|叫（？）| 2 +|扣以+ ；01 2 二1和 
w 0 (0) = l , 定义火0如下 

夂 f ) = ( 2K )~ m t [ m {) ( 2 -^) 

J = 1 

HO - e ' 时 m 0 (?/2 + n ) H ?/ 2 ) 

则是紧支撑 L 2 函数,它满足 

5 ^(^) = 42^]hJ>(2x - n) 

中 ( 工、 =-/2^(-irh- n+l H2x - n) 

其中心由 mo 定义如下 " 

叫 ⑻ = A " e " inf 

且构成了 L 2 ( R ) 上的框架常数为1的紧框 
架。此框架构成了 P ⑻的标准正交小波基的充分必要条件是叫满足以下列等 
价条件之 一: 

. 存在紧支集 K , 它 W 2 K 与[- tTi ] 同余且含有0的一个邻域在内，使得 
mfinf I W 0 (2^ f ) l>D 

• 在 [0,2 tt ] 内不存在非平凡的循环 UW 丄它在 r : f -^2? mod 27 t 下不 
变，使得》1 0 (芍+71!)=0,对所有的 ： ；=1^..,«成立。 

• 四元素 

〜 _ 

^l,k = S ^7! ^-21 +n ~~ (^2 ~ ^l) + 1 ^ ^ (N 2 - N!) + 1 

(其中，假设 A n = 0,对 w < N ! 或< N 2 ) 
构成的[2(^-%)-1：^[2(^-沁）-1]阶矩阵4的本征值1是非退化的。 
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从子带滤波的观点来看，该定理告诉我们如果高通滤波器在直流时有段空白 
( mn U )=0, 因此当适当选择相位时 m n (0) = l ) 时，经常都有相应的正交小波基。 
这种对应性只在极偶然情况下不存在。就像后两个等价充要 条件所 说明的那样。 
在实际的应用中，人们经常喜欢使用滤波器对，并要求其中的低通滤波器在 I ? I < 

f 内没有零点，这是以证明 Ux ) 是一个标准正交小波基。下面，将举例说明 n 


6.4 生成正交小波基的紧支撑小波的例子 


本赀所给出的例子都是通过对式 (6.1.1) 在+同的 AT 与选择迸行谱分解而 
得到的。除了 Haar 基外，没有 与 ^ U ) 的公式表达式，下节将解释必与0的 
图是如何绘制出来的。 

I ^ mbcchiesCl ^ Sb ) 构造的第一族例子对应于式 (6.1.6) 中的 只三0, 其谱分解 
是从 = P „( sin 4/2) 得到 YU ) 并保留在单位圆上零点，对于每个对应 
的购有 2 N 个非零系数。可以适当选择卿 Q 的相位以使 



表6.】列出了 / V 从2到10的为了提高实现的速度，保留式 (6.1. K )) 的因子 
分解形式应该是有 益的: 因为滤波器 f 要比短得多(采用 W 而不是2 AT ) ,面另 

—个因子的滤 波器 1 又很容易实现。表6.2所列即为况= 2到10的试 f ) 的 
系数，图 6.3 表示的是 JV = 2,3,5,7,9 的的图像，可以看出, J 与冰 的支集 
宽度都是 2 N -_1, 它们的正则性则随着 AT 增大而增高。事实上，可以证明，当 jv 
很大时,，其中 


表 6.1 

具有极大相位及与其支集宽度相容的最高零矩数目的紧支撑小波滤波器 (低 通滤 波器) 系 
数 ▲，也 E 规范化使得 



n 



« 



0 

0.4829629B1445341 


0 

0.2303778133088964 

N~ 1 


0.8365163037378077 


1 

0,7I4846570552Q154 


2 

0.2241438680420134 


2 

0,6308807679398587 


3 

-a 1294095225512503 


3 

-0.0279837^94168599 


0 

0,3326705529500825 


4 

-0.187034H117190931 


L 

0.8068915093110924 



0.0308413818355607 


2 

0.4598775021184914 


6 

0.0328830116668852 


3 

-0.1350110200102546 


7 

-0.0105974017850690 


4 

-0.0854412738820Z67 


0 

0」 160102397^741929 


5 

0.0352262918857095 

V - 

1 

0.6038292697571895 









-0.14390600392S5212 
-0,224036184993 糾 12 
0.0713092152668272 
0.0806126091510774 

-o.om299mmm 


0. 0266700579005473 
0.1881768000776347 
0. 5272011889335757 
0,6884590394534363 
0,28*1723436605715 


158522431072 

7J5909143166 

307362973195 



10 -0.029457536S21S399 

11 0.0332126740593612 

12 G. 0066065535669870 


015829 (052563S23 14 0.6013953517470689 

- 0 2840155429615824 15 0.0019924052951925 

0,0004724845739124 16 - 0,0006858569949564 

a 12S7474266204893 17 -0.0001164668551285 

-0.0173693010018090 18 0.0000935SS6703202 

























图 6.3 N =2,3,5, 7 ,9 时，具有极大相位选择及相对于其支撑宽度有极大零矩数 
目的紧支律尺度函数 j 与紧支撑小波的图像 
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在谱计算中系统地保留下来的单位圆上的零点，相当于在 I m() I 2 固定的情形 
下选择了所有可能的滤波器中具有“最小相位的滤波器”它对应的图 6.3 中 
多和0具有及其显著的不对称性 D 虽然，正如在第8章将要看到的那样，在紧支撑 
标准正交小波基下(除 Haar 基外)完全对称的0 >是不可能得到的，然而，其他相 
位的选择则可以减小这种不对称性 P 表 6. 3 列出了 /V = 3 到 9 的对应于最小不对 
称性的4 0 的心 , 它们分别对应了表 6 . 1 中的 | w J 2 的不同的平方根 。 图 6 . 4 
给出 rxt 应的的图像。 




图6_4 JV = 4,6,8,10 时的具有极大零矩数的“最小不对 
称"紫支撑尺度函数必与小波0的图像 
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表 6.3 

N = 4 - ]0 的具有极大零矩数的“最小不对称”的紧支撑小波的低通滤波器系数 5 此 处所列 
的是 =乃/^,„;有^] C . v „ = 2 



B 





j -G. 107148 卯 1418 

1 

■ 

















19 



^HHH 




■ 






IB 






■1 



■ 



■ 



0 

0.038654795955 


! 2 

-0.02U456S652S 


1 

0.041746864422 


3 

0.005386388754 


2 

-0.055344186117 


A 

0.069490465911 


3 

0.281990696854 


5 

-0.038493521263 

N = 5 

4 

1.023052966894 


6 

-0.073462508761 

5 

0.8%58I&48380 


7 

0.515398670374 


6 

0.02347B92313C ； 

NS 

8 

1.099106630537 


7 

-0.247951362613 


9 

0.6^0745347190 


S 

~0.029842499%9 


10 

-0.(^653615406 



0.02763215295S 


U 

-0.202648655286 


0 

0.021784700327 


J2 

0.0107586】】751 



0.004936612372 


13 

0」 044823623042 


2 

0.166863215412 

-0.06S323121587 


14 

-0.000766690896 


3 


15 

-0.004783458512 


4 

0.694457972958 


0 

0.001512487309 

N = 6 

5 

6 

L 1138927S3926 

0.477904371333 


1 

2 

-0.000669141509 

-0.01451557S553 


7 

-0.102724969862 


3 

0.012528896242 


■ 

~0,029783751299 


4 

0.087791251554 


■ 

0,063250562660 


5 

-0,025786445930 


10 

0.002499922093 


6 

-0,270893783503 


11 

-0-011031^7509 

N = 9 

7 

0.049882830959 







0 

0.003792658534 

fi 

0.87304^407349 


1 

-0.001481225915 


9 

1.015259790832 


2 

-0.017870431651 


10 

[)337658923602 

N^7 

3 

0.043155452582 


11 

-0.077172161097 

4 

0,096014767936 


12 

0,000825140929 


5 

-0,070078291222 


13 

0.042744433602 


6 

0.024665659489 


14 

-0.016303351226 


7 

0.7581^2601968 


上丄 

-0.0187693%B36 
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(续） 



n 

wmgmgsm 


■a 






mm 


BfiH 

■ 


■ 



wmm 

B 



Hi 



■ 

0,000135245026 


12 

-0.045240772218 



-0.012220642630 


13 

0,070703567550 



-0.002072363923 

0,064950924579 

,v=10 

14 

0.008152816799 




15 

-0.023786231936 

■m 


0.016418869426 


16 

-0.001137535314 



-0.225558972234 


17 

0 」 006495 屬 75 

■■ 

■ 



18 

0,000080661204 


B 



19 

-0.000649589896 


对上面的例子，图 6.5 给出了 JV = 2、6 和10时 m 0 ( 作为芒的函数)的图像 D 
从它们这些标准正交基所对应的子带滤波器在0到以内的变化相当平坦，但在 

接近 f 的过渡域中，其变化都是很“快捷”的。谨慎选择式 (6.1.1) 的 i ? 可使滤波 
器在过渡点处变得更陡。图6,6显示了 JV = 2 和选 J ? 为三次式使得 卩在 
P h /9(14( n 处有零点的 I ) I 的图像。这更接近于一个真实的子带编码滤 



图 6.5 JV =2,6，10 时，与表 6.1 或表6.3中的滤波器相对应的| )?10 (9|之图像 
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图 6.6 对应于 JV = 2 和 mQ (7 Tr /9)=0 的8段(8_邮)油波器|叫(川的图像 

波器。其对应的“最小不对称”函数4的图像显示在图 6.7 中，它较之比 〆 (有相 
同的支集宽度，但对应于 W = 4 和的光滑性要差，但比(其对应的 mo 有 
相同重数之零点，即 S = tt ，2 重)之光滑性更好。在第7章，我们将更详细地讨论有 
关正则性与平坦性的课题 E 对应于图 6.7 的\列于表 6. 4中。 



图 6.7 对应于图 6.6 中的“最小不对称”尺度函数#及小波 p 的图像 

表 6. 4 


与图 6. 7的尺度函数相对应的低通滤波器系数 


n 


n 


0 

-0.0802861503271 

4 

0. 229036357057 


-0.0243085969067 

5 

-0.0644368523121 

2 

0.362806341592 

6 

-0.0115565483406 


0.550576616156 

1 

0.0381688330633 
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所有这些例子的 4 和 0 都是实的，亦即它们对应的 Ml 和 41 都对？ = 0 对 
称。同样也可以构造出复的例子，使得|以与 pi 其值集中于€>0的部分比 f <0 
的部为多。以前面的例子中的狗为例,它满足 ^(±^) = 1 ，今定义 
4-|)。 由于所 G 满足式 (6. 1.1), 也显然满足它，面且 (0) = 1。 因 

此，就可以构造 fl (2 飞)。0⑻-糾 mf (^2 + 7 r ) PU /2); 由命 

J= i 

题 6.2. 3知道这些函数是有紧支撑的 L 2 函数而且以 ▲ €2构造 L 2 ( n ) 的一 
个紧框架。进一步,因为极 0 在[-1冗]上只有零点$= 土 |,±兀,所以也仅仅在 
f - ± tt , - ^ mU^) = 0 o 这样.当 时恒有 im 0 # | 会 c >0, 而 

且根据推论6, 3. 2也^将组成一个正交小波基。图6. 8画出了 | Q ) | , | ( i # (O I 



图 6. 8 —个标准正交小波对应的 | mo | , | A , | W 图像， 
其中 Wf ) 的值在正頻部分多于负頻部分 
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以及 IV ( 扑的图形;显然 ， fdf I M ⑻ I 2 大于£妨| 0⑻ I 2 很多 D 注意，正如 
必要条件厂奸 I ? r 1 I i /> # ($) i 2 = f d ? I ? r 1 I I (见 3.4 节)所要求 

的那样4 # 的负频部分较之其正频部分更靠近于原点。如此不对称的6的存在 
是 Cohere 1990) 首次提 出的; 事实上，对于任给的 e >0, 人们总可以找到标准 IK 交 

小波基，使得北 I Me ) i 2 < % 

6.5 级联算法 :与重 分或精细格式的联系 


在 6. 4节的构建中可以猜测到(除基外)有紧支撑的 <Kx) 与 0(^) 将没 
有公式型的表达式。然而,如果纟是连续的，可以对任意给定; r 计算彡 （x) 到任意 
精度; 而且还有快速算法来计算卢的曲线下面将介绍这些方法 

首先，因必有紧支集并且= 1,所以有 
命题 6.5.1 如果/是 R 上的连续函数，那么对于所有的: 

Jim2 ; |dy/(x + i >(2 } y ) = f ( x ) (6.5.1) 

如果/是一致连续的，那么这个逐点收敛也是一致收 敛的。 如果/是《阶 Holder 
连续的 


I /U) - f(y) KC I l a 

则该收敛对将具有指数速度 _ 

I f ( x)-V I dyf(x + y ) C 2~^ (6.5.2) 

证明 :所有 论断均来自于一个事 实:当 时， 24(20 是一个近似的5函数。 
更精确地说 


I fix ) - 2 } ^ dyf{x + y ) 必 （2 〜 ） I 
=1 2 J ^ dy [ f ( x ) - f(x + y)] H 2 j y ) I 
=1 Jcb[/(x) - /U + 2~ i z )] J ( z ) \ 

< II ^ II L — sup I fix ) - fix + u ) \ 

(此处假设 supple [- R t R]) 

如果 / 连续，那么就可以选择足够大的 jf 使之任意小。如果/是一致连续的，那 


①见本聿末注8 6 
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么 j 的选择可以独立于: c, 而且该收敛是一致的 D 如果/是 Holder 连续的，式 (6. 
5.2) 也直接成立 n ■ 

现在设4是连续的，或者甚至是《阶 Holder 连续的(下一章将看到许多计算 
多的 Holder 指数的方法)。取I为任意二进制有理数, _r = ，则命题 6.5. 1告 

诉我们 

^(x) - lim2 J Jod + jy) 必(2〜） 

= lim2 jV2 | A^}>{z) , 2 w k( 

= \\m2 3n {iA j^k) 

进一步，对于大于某一个 jo 的 

I H2~ J K) [< CT^ (6.5.3) 

其中 C % 允依赖或 K。 如果是整数，显然当_/>/时这是自动成立的， 
则内积就易于计箅 D 假设竓,„是标准正交的(这可以通过定理 6.3. 5 
所列任何充要条件来验证），则4是下列方程所表征的惟一函数/ 

= ^o,« (6.5.4) 

= 0 j >0，k G Z (6.5.5) 

这样，将它用来作为与 m D (见 5. 6 节)相联系的子带滤波的重构算法的一种输人。 
更准确地说,可以从一个低通序列 C°„ = 4,„ 和一个髙通序列尤= 0出发，运用“弯 
曲机器”得到 


c； 1 = Hf> n -2kCi (6.5.6) 

k 

再令3^=0,作另一个“弯曲机器”可得到 

C~J = (6.5.7) 

等等 D 在每个阶段都等于联系到式 (6.5.3), 上面的结果意味着 
有一个具有指数快速收敛速度的方法以计算出4在二进有理点之值。对这些值 
进行査值可以得到近似于4①的函数序列例如，定义函数#为在毎个区间 

[2。卜-音)，2-)(«+士)匕,上分段取常值的函数，并使 w (2 i)=m 

♦-,，丄 另一种可能的选择是％ 1 (: c ), 它在每个区间 + 上是 

分段线性函数，使得 <(2飞 

对于这两种选择，有以下命题。 


①兕本章末注9。 
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命题 6. S .2 如果 >是《阶 Hddei ■连续，则存在 C >0 和九使当 j >) 0 
时 

|| L » < C 2-^, H - ? *|| L -< Cr aJ (6.5.8) 

证明：任取对任意的_；,选择 r ； 使+ 1)。由于# 
的定义，其中 e = o 或必须是 2 W 〈 H ) 和20〈么1.,„ +1 〉的凸线性 
组合。另一方面，如果 > 是大于某个如的整数，则 

I ⑹ mu I 

<1 Hx) - i(2~ ! n) l + l H2~ J n) - I 

<C I .t - 2 ~ j n \ a + CT ja < C 2~^ 

将 《 换成 《 + i 时上式亦成立。因此，对它们的凸组合上述估计也成立，故 I iKI ) 
- j ? fU )!< C 2_' 此地 C 的选择可以独立于； T ， 所以式 (6.5.8) 成立。 ■ 

下面列出 h 述的快速算法，它能以任意高的精度计算出的近似值： 

1- 初始:以序列…0_‘‘010‘..0".表示 V f ( n )， n € Z 。 

2. 利用式 (6.5.7) 所示的“弯曲机器”计算 ? f (2-^),« ez 0 在这个级联算 
法的每一步都将分两次进行计算:对偶数点2…(2幻的可以从前一步细分为 

vf (2~ ; 2 k ) = 十\1) (6.5.9) 

奇数点 r )(2 会 + 1) 之值 

nf (2~ J (2 k + 1)) - E ^2(*- o + i ? f - i (2- J+1 /) (6.5.10) 

式 (6.5.9) 和式 (6.5.10) 都可以看成是卷 

3. 对 < (2 -〜)插值(对 e =0按分段常数插值，对 G =1按分段线性插值）， 
以得到 f U ) 对非二进有理点 I 之值。 

上述算法被 Daubechies 与 Lagaries ( 1991 >命名为级联算法 （Cascade algo ¬ 
rithm ) o 此时他们选择的6= -1; 而 Daubechies (1986) 中则选 €■ =0 u 在 6.4 节 
及后续章节中 f 与0都是用作图的，其中或 8 。在这些图的分解中，參与 
V ) 的差别是感觉不到的。级联算法绝妙之处是可以用它去显微 (room in W 的一 
些细节。所以，当已经计算出所有的 皆 （2-、）,但还希望看到/在中心为1的 

小区间内更好地分解。我们能够办到这一点，例如取一个很大的/，计 
算出所有的 r } f (2~ J r >), 但仅仅在我们感兴趣地小区间:2卜 4 *15<«<2卜 4 .17(即 
16< 2 " ； «<}6一译者注)上画出(^)地图形。但是我们并不需要这样 作:因 
为式 (6.5. 9)、式 (6.5.10) 的局部结构,只需要很少几步也就够了。假设„<0和 
«>3时均有 〜 =0,於（ 2 _ ; «)的计算只涉及到时的 V f - A 2 ~ J + l 



200 


k . h 对这些计算，依次也仅涉及到 ~~^^音 或 I _ 吾 - 音。<号时的 
(2力+々) 的值。一直工作到 ji = J -4, 我们看到，为了计算上的 喊仅需 
要计算在 28< m <34 中的 V H 2- 5 m )。 所以级联可以从… 0+ ++010 …0…出发，前 
进五步，选出 28€ m <34 中的 75 € (2_ 5 /«)的七个值，用这些作为下一步级联的输 
人，经过四步即最后得到了 上的政的图。重复上述过程可得到一个图 

形在较小区间上更大程度的“放大 ” c 在第7章的所有“放大”了的图像都是用此方 
法计算出来的。 

在级联算法的讨论中已暗含用到了妁,1的正交性，或等价地用到地正交 
性(见 6. 2节 ,6. 3节）:事实上，在讨论中将 ji 刻划为满足式 (6. 5.4) 及式 (6,5,5) 
的惟一函数/就说明了这一点。但是级联算法也可以不强调正交性，只作为稳定 
的重分式即精细格式的特殊情形„ 

精细格式在计算机作图中被用于设计具有离散、稀远点集的光滑曲线或曲面。 
这在 Cauaretta 、 Dahm e n 和 Micchelli (1991) 的评述中作了很好的回顾。此处仅对 
一维细分格式作简短讨论。假设希望设计曲线 y =/(_ r ) 符合采样点/(«)=/„， 
一个可能的方法就是构造分段线性曲线经过点 U , 人）。这样作的优点之一是可 
以通过下式 

/( 2?1 2 + ~) " 皆/⑴ + 2"/(« + 1) (6.5.11) 

快速计算出半整数点上的/值。/在1/4整数点上的值可类似地计算出来 

f {l + \y Kfh 士 ^ 2 + I) ( 6 . 5 , 12) 

同样的方法可以计算出營+|上的值等等。这一过程提供了一个快速递归算法以 
计算/在所有二进有理点之值。假若希望求得一个比分段线性样条(二次、三次 
或更高阶次的样条)更光滑的样条，那么只需利用式 (6.5.9) 和式 (6.5.10) 类似的 
格式从/(2_4)计算出/(2-&+2-"- 1 )，它含有无穷多项。利用插值方法 

f (2 ~ 3 n +2~ J - 1 ) = Sa ^(2->(« - A )) (6.5.13) 

可以得到比线性样条更光滑的曲线，其中&有限个 W 不为零，这样作的结果更为 
快速，但所得曲线不再是一个样条。一个例子是 

/(2+2十” =-^[ f (2 ~nm -1)) + f {2 ~={n 卜2))] 

+ 盖[/(2_，《) + f (2 ~Kn + \))] (6.5.14) 

1986年 Duhac 、 彳呢？年 Dyn, Gregory 和 Levin 研究过这一例子，并在1989年由 
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Deskuries 和 Dwbuc 、 Pyn 和 Lewin 加以推广;得出了一个几乎 C 2 函数 /( 关于确定函数 
正则性的方法见第7章)。公式 (6.5.14) 所描述的称为插值型精细化格式。在它计算 
的每一阶段，前面 i 憤的值都保持不变,而只需要计算中间点的值。同样可以考虑在每 
一阶段，前面的值都可先加以精细化的精细化过程，称它为一般精细化格式 

(6.5.15) 

k 

公式 (6 A 15) 对应了两个卷积(精细化术语中，也称面具 ( masks )) 

- Tj 切 (6.5.16) 

(已计算出的值的精细化），和 

1^2 ^ + 2 ^ 1 ) - Y ^2 U - k ) Mf 3 (2” k ) (6.5-17) 

(计算新的中间点的值)。一个好的精细格式其 乂在 时将收敛于一个连续的 
(或平滑的，见第7章）函数/_由于式 (6. 5. 15) 仅仅在离散集 2_』 Z 上定义了 
力，所谓乂收敛于/»的精确含义是 

fiMUk) - f m+j (2~ m ^k) 1| = 0 (6.5.18) 

其中上标 A 代表初始数据= 称精细格式是收敛的，如果式 (6. 5, 18) 对 
所宵的 A 6广 (2) 都成立;请参看 Cavaretta^Rahtnen 和 Miccheili(1991)(S(6.5. 
18) 也可以用经过 力 (2_4)插值得到的力来重新叙述，见下面)。如果在一般精 
细格式中 ，取叫 ，办 , c ，从而引出/ ; + 1 (2 、） = 力 (2 、）， 它就变成了一个插值 
型精细化格式 s 

无论一般精细化格式或更受限制的插值型精细格式都可以看出，程序的线性 
性都意味着极限函数 /„( 假定连续的 ®) 应由下式给出 

/„(工）= 2/ 0 ( w ) F ( i - - n ) (6.5. J 9) 

其中是通过同样的精细化格 i 从初始数据 ir 0 U ) =先, 0 所得的基本解。 
这个基本解服从于一个特殊的泛函方程 ^ 为 r 导出这一方程，首先对从离散数据 
乂(0) 插值导出的函数 fj (. r ) 

f 】 U ) : ' Zf 1 {2 ] k )^{2 ~ } x - k ) (6.5.20) 

其中 w 是一个“合理的” © 函数，满 k W U ) = 5„. Q (例如任何一个有紧支集的有界 
变量函数)。很明显的两种选择是= 1,当-其余为0;或 w (_ r ) 
其余为 0( 它们对应于上面所说的级联算法的两种远择)。收 

① 见本彰末注13。 

② 见本聿末注 . 14。 
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敛条件式 (6.5.18) 可另写成 

Wfi - A II — 

对于基本解 F ™， 我们从 F 0 U ) = wU ) 出发，下面两个近似函数巧，巧分别满足 
F ,(^)= Y.F.in/D^ilx - n) (由式 (6.5.20)) 

= 2 w „ oj (2 x - n) (由式 (6.5.20) 和 F 0 ( n ) = 5 n , o ) 

= y]w„fn(2x - n ) (6.5,21) 

F 2 ( x ) = ^F 2 (n/4)a)(4x - n) 

=^- it > n _ 2 ^ Fi (^ /2}o)(4x — n) (由式 6,5.15) 

- - 2k - 1) (因 F! ( 是 /2)= 叫） 

k i 

=S^^i(2x - k) 

这说明对所有 ^ 有一个类似的格式，即 

Fj(x) = - k) (6,5,22) 

导论表明这确实是其方法 " 

F J+1 U ) 二 Sf ； +1 (2^ ^)oi{2> +1 .r - «) 

=- n) 

n*k 

= U - l)(i)(2 j+l x - n) (由归纳假设） 

71-2^-2^(2 ;+1 - n) 

= D 叫 Sf 广 i(2 _J+1 m)w r - 2m oi(2) +1 j ： - VI - r) 

= S ^ S ^(2 _ J r ) a ) ( y (2^ -l)-r) (利用式 (6. 5.15)) 

I m 

= 'E^Fjilx - l) (利用式 (6.5.20)) 

因为 F = = limF ； ,式 (6.5.22) 表明基本解 F 应满足方程 

J 一 J 

- F(.r.) = YjWfFilx-k) (6.5.23) 

这样就说明了紧支撑尺度函数0和级联算法为什么会成为同一种精细格式 :一方 
面分满足式 (6.5.23) 形式的方程(它是作为多分辨分析要求 V 0 CV _^ —个结论)， 
另一方面，级联算法恰好对应于式 (6,5.15) 和式 (6. 5.20)。多分辨分析中的正交性 
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使得命题 6.5.2 证明起来更容易一些，但对精细格式的类似结果即使在 H_r - «) 没 
有正交性的条件下也能给出证明。以下是对精细格式的一些基本结果； 

* 如果精细格式 (6,5.15) 收敛，则- 1，而且与之相联系 

的基本解方程 (6.5.23) 有惟一(直到其规 i 化)有紧^撑的连续解。 

• 如果方程 (6.5.23) 有一个紧支撑连续解 F 存在，而且 fU - «)是独立的 
(即映射 A 6 r ( Z 卜乏 Xf (: r - «) 是一对一的 ® ，则重分格式 （(6. 5. 15) 及式 
(6, 5, 20) ——译者)收敛 1 

对于本结论及其他许多结果的证明，我们参考了 Cavaretta , Dahmen 和 Mic - 
cheui ( l 的1 ) 及相关的沧文。注意，条件= Yj w 2 , h-i - 1恰好对应于需求 
m u (0) = 1 和 mo ( jr ) = 0。 

在一定意义上说，紧支撑尺度函数和小波函数的构造均可以看作是精细格式 
的特殊情形。然而，我觉得它们在着力点上也存在着差异 u —般精细格式是与 
F (2~ r _«) 所生成的多分辨空间 V ,相联系的，而不注意％.在中的补子空 
间。在 j 个步骤中所获得的数据序列其精细化过程財应于在 V _ ，中去寻找一个函 
数,它表示到 V u 的投影(通常不必是正交投影），可以由对应数据列相伴随的 
精细格式来确定。这样做的结果可能出现对于同一数据列存在.中许多函数 
与之相对应的情况，为了确定的惟一性,通常用精细格式选出其“极小”的一个。我 
们不感兴趣去研究中的非极小化的其他解及它们与上述惟—的精细化有什 
么不同。这是根自然的，精细格式简单构造更复杂结构（即从到 V _,) 是有意 
义的。事实上，小波分析希望分解中的任一元素成和它的补空间中的一 
些构件块。我们绝对有必要强调补空间的重要性,而且也需要一 
个快速算法以计算这些空间中的系数。这是小波分析进人的地方,但都不存在与 
一般精细化相类似的格式。 

紧支撑标准正交小波基与精细化格式之间也存在另一种联系：紧支撑正交小 
波基对应的“面具” ( mask ) 经常是某一个插值型精细格式面具的“平方根”:具体地 

说，如果定义鸠^=|叫⑻| 2 ;士 即％ = 则由于 

= S h^ i+2n = (见式(5.].39)),故％是一个插值型精细格式的面具系数。 

特别是，在1991年 Shemen 所注意的，从式( 6 .1.11)中选择 r = q 所得的插值型精 
细化格式，也就是被 Deslauiers 和 Dubuc ( 1989) ②所详细研究过的一个拉格朗日型 
插值格式。式 (6. 5.14) 就是一个例子。 


①见本章末注15。 
® 见本章末注16。 
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注意 ,（ 除了 haar 基外)一个有限的正交小波滤波器是不可能成为插值型 

滤波器的:正交蕴涵着 lm 0 (^)l 2 + U 0 (f + 7r)| 2 = l, 而插值要求等价于 /t 2 „ = + 

42 

么, 0 或 + m Q U + ^ = 1,如果同时满足两个要求，将导致 
1=1 m 0 (f) I 2 + [ 1 - m 0 (f) I 2 
或 

IXh+n = j^[hk + h. k ] (6.5.24) 

假定 n<iV 】 及 n >N 2 时 三 0, 且心, 关 0^& V2 ，则式 （6, 5. 24) 已经蕴涵了 
设 ~=0 (乂 = 0类似）：化必为奇数 AT 2 =2L + 1。 在式 (6, 
5.24)中取々=2丄，则 


h 2 L ^ hy h 2 L+i 十五 h 2L 


由判，这意味着~=0,类似地，当 A=2L - 2时，它导出 

^0 ^21-2 + h 2 L-\ + h 2 hji + ^3 &2L + 1 

v2 


结合心„ = 2_1 ^4, 0 ,蕴涵 /t 3 = 0 a 这就推出 A 0 与6 21 _ + 1 均不为零的且都 
等于士，因此它的面具就是 Haar 而具。（* 0 ,„的正交性迫使 L = 0,故 m 0 (f) = 士 

(1 + €：-勺，即~基。如果放弃是三角多项式的限制，即的支集可以是 
整个实直线。可以存在非平凡的同时满足 m 0 ($) + m 0 (^ + ir) = l 和 | m(j (芒）卩 
I + 丨 m 0 ( $ 十 jtM 2 = 1 0 其例子可以在 Evangelista (1992) 或 Lemarie — Malgouyes 
(1992) 的文章中找到。 


注： 

1. 紧支撑 s ^L 2 (R> 也自动属于印内。由 5. 3节末尾的注意5可知叫 (0) = 1 和叫 
U) = 0,即抱 0 在冗 处有重数至少为1的零点 3 

2. 在 C^ u bechies(1988b) 中，式(6.1.7)的解户是利用两个结合引理找到的。现在 看来更 
自然的处理方法是用 Y. Meyer 指出的 B^t 定理。 

3. 公式尸 v 已经在1971年由 Hermann 得到并设计了有极大平坦性的 p IR 滤波器(但没有 

完全重构格式)。 — 

4. 这个收敛性有无穷多个 乂关 0但有充分快的下降性，即存在某个 e >0 , 使得^ I A , | 

(1 + 1 « l ) S < ™ 时也成立。当|如4|<|„^^1, £) 时将导出一^类似的界。 ” 

5. 这里，用了 一个经典公式 

宁=1[-(2^) 

^ 厂 1 
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一个很容易的证明是使用公式 sin 2 a = 2 sinorcosa 于 

lV m tt sm(2 _jr+1 a:) sinjr 
11^2^ = 11 2sin(2 - Jx) 

令 J —， 它即趋向于 Kac (1959) 认为此公式归属于 Vieta , 并将其用于有关统计独立性 
的论文的出发点。 

6. 下面的论断通常是成立的:如果满足式 (6.1.1), 又按式 (6.2.2) 确定的4生成非正 
交的平移族 ，则 可以找到某个 f, 便得 ¥ I ^(^27r)| 2 -0J*L(Cohen(1990b)) o 

7. fdx 0 Cx ) ^^-幻=办, 0 看起来似乎比||0|| =1更强一些,但由于构成了 -个框架 
常数为1的紧框架，由命题3,2.1，两条件是等价的。 

8. 因糾 x ) 是 4(23 平移的有限线性组合 T 刻划^的快速算法将推出0的快速算法。故本 
节仅限于对#的讨论。 

9. 如果多不连续，那么 Y 仍在 L 2 ( R ) 内收敛于必(见 6.3 节),并且多的连续点处逐点收敛于 t 

10. 在 naubechiesdPSSb ) 中，证明命题 3. 3时选择了 6 = 1,这是因为纪是绝对可积的，但 
M 却不是„在 Dfeul ^ hiesd 98 %) 中，首先 iiE 明了 7 f 收敛于 ii (使用了一些附加的技术条件）， 
接着由收敛性推出心,„是标准正交的„ 

U . 不少梢细化或重分格式的专家们发现多维情形更有趣！ 

12. 这不是最具普遍性的表述!此地仅仅假设叫存在连续限制。这意味着; 

=1, 

13. 例如，任何一个有有界变差的紧支撑在此都是 1 ^适宜”的。 

14. 下面所给出的扩展 Haar 函数将说明_ n ) 何以会失去独立性。取 W[) = Wl = 1，其 
余％ = 0。这样，式(6■5,23)将有解 FU ) = l ; 0<_ r <2 ; =0,其他的如果取一个广序列 ： 
A „ = (- l )" 将导致 - n ) = 0, a . l o 

15. 这不是巧合！如果我们固定对称滤波器 M n = 丨 m „| 2 的长度，则选择 R =0 就意味着 

M 0 可被 (l + oo ^) 整除，其最大可能的重数将与它的长度及约束 M 0 ( f ) + M 0 (?+ J r ) = l 相容。 
另一方面， 2 N -1 阶精细化格式是具有最短长度的插值型格式，该格式从它们的整数样本精 
确地产生出所有 2 N -1 阶(或更低阶)多 项式。 用滤波器屮 （ f ) =音 成的记 分表示，意 
味着 " 

W (^)+ W (^ k ) = 1 (插值滤波器:叫 n =九, 0 ) 

及 

W ( f ) = 1 + 0( = 1 + 0((1- 喊广） 

(请见 Caveretta ， Ltehamann ， Mcchelli (1991) 或本书第8章） 

将这两个要求结合起来，蕴涵 W (? + ； r ) 在？ = 0处有 2 W 阶零点，亦即， W (? + jO 可被 0- 
咖爸 产 整除，从面取(？)可被(1 + 0«?广整除。这样即得到《^峋。 



第 7 章紧支撑小波正则性 
的进一步讨论 


Meyer 小波或 Battle-Letnatie 小波的正则性是容易推断的: Nfeyer 小波有紧的傅 
里叶变换，所以它是 C ~ 的， Batt ^ Lonarie 小波是样条函数，更准确地说，它是分段的 
k 阶多项式,并在节点上有 U _ 1) 阶连续导数，紧支撑正交小波正则性的判定则比较 
困难，因为它们常常具有非整数的 Holder 指数，而且，正如图 6.3 中所示，还因为它们 
常常在一些点上的正则性比另一些点上要高。本章，我们将叙述在过去几年中发展 
起来的用以判定小波正则性的一些工具。所有这些技巧均建筑在关系式 

< p ( x ) = YjcJ (2 x - n ) (7.0.1) 

中只有有限多个是非零的这一事实。小波0，作为变换纟(2^)及其平移的有限 
线性组合，也具有同样的正则性。本章所介绍的这些技巧不仅适用于小波本身， 
它们也适用于重分格式(见6,5节）中的基本函数。实际上，这里讨论的有些工具 
首先是为了重分格式发展起来的，而不是为了小波的研究。 

判断正则性的方法可以分为两 大类: 一类是证明傅里叶变换彡 （ 彳）的衰减性， 
另一类则是直接从 ( S 本身出发。我们将通过把它们应用于 6.4 节中的例子进 
行讨论。将证明，基于傅里叶变换的方法更适用于对正则件的渐近估计(例如，在 
这些例子中，正则性的增加与 N 的增大成正 比）; 第二种方法可以给出正则性的更 
精确的局部估计，但通常难以 使用。 

本章的参考资料: 7.1. 1 节是 DaubechiesmSSb ) 和 CohenU 990 b )，7.1. 2节是 
Cohen ( t 990 b ) 和 Cohen 与 Conze (1992);7, 1,3节是 Cohen 和 Daubechies (199 l )； 
7.2 节可参阅 Daubechies 和 Lagaxias (1991 , 1992) , Miccheui 和 Prautzsch (1989) , 
Dyn 和 Levin (1990), Rioul (1992);7.3 节是 Da U bechies (1990 b )。 

7.1 基于傅里叶的方法 

方程 (7.0.〗） 的傅里叶变换是 

H ?) = m ^/ l ) Um ) (7.1.1) 

式中 m 0 U ) =吾1^-<是一个三角多项式，由式 (7.1.1) 可以导出 
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(kf) = (2 tO _1/2 JT 爪。 (2 飞） 

jr= 1 

(7.1.2) 

其中，通常假定_⑹=1和 Jdj(x) 二1,而且 m。 可以被分解为： 



(7.1.3) 

式中£也是一个三角多项式，由此得出 


H ^) - (2^)- 1/2 ( 1+ .^ ) 11 L(2-^) 

(7.1.4) 


第一类方法是基于当^ , 対父 （2 _令)的无穷乘积的增长性的直接估计。 

7.1.1 Brute 强制法 

设0 = ?1 +召，《6神,0<卢<1,定义(? 1 为函数/的集合，其中函数/有《次连 
续导数且/的 n 阶导数有次 Holder 连续性，亦即 

l/ n) (.r) - fix + t)\^C\t\ ? 

Xt 所有: r ， r 成立 2 —个众所周知且易于检验的结论是，设 

jd ^ I /( f ) [ (1 +( f l) a < oo 

则 / ec % 特别是，假如⑻ l < c(i + ifi )+ a - ; jK / ec [ 。 由此可推出，如 

果当 kl — ->时 > 式(7.1.4)中的 f [ 父 （2 -兮)的增长能保持上述被检验的条件，则 

因子 (（1- ^勺/泛广保证了必的光滑性。 

引理 7.1.1 假如 g = S up f | IU )|<2 w — 则祀 C % 

证明： 

1. 由于叫 (0) = 1 ，试 0) = 1; 则 ^⑷ Ki + cm 。 于是 

s^fl I ^ (2~ ; f) |< su^Ilexpt C2 _ji I f I ] ^ e c 

2. 任取^|>1，则存在 _/>l 使 2H<R|<2 ; ，因此 

■» J w 

n I ^ ( 2 -^) i - n s 1 ( 2 -^> I n I ^ ( 2 - j 2 -^> I 

尸 1 J=1 J-l 

< 〆 ■ e c < (T2 仙 - fl + E ) 

^ crd + ! e 

于是，14($)1<<^(1+|芒|)1- 1 -%且 <^ c \ ■ 

将几个 y 结合起来会导出更好的估计，如下所示。 

引理7 1.2 定义； 
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<ii = sup I (2々 )i 

^ 尨戈 ; ㈣ 

设才 < N _ ] 1, 则 J = lirng ，从而 

证明： 

1. 取厶〉 A ， 则 ）2 = ”)〗 十 r ，0< r < ji ， 以及 于是 

^i 2 ^ (n\gq h + r\gqi)/(j 2 ) + Qi,h 。 

2. 对任意 e <0, 存在 jo 使得乂二 >^o _ s 。从而，对 j ，有 
+ e + Qo/j + eo 由于 e 是任意的，它导出 Jt '= 

3. 假如 ^ <N - 1 - a , 则对某些 / 有 4< JV -1- a 0 于是可以再次得出 
引理 7.1.1 的证明中的结论。把它用于 


(7.1.5) 

(7.1.6) 


ft . y ：2, =亓为 (2 十 1 f ) 

尸1 j = fi 

式中其 （ f ) 二 f[y (2@_4),2 ; 扮演引理 7.1.1 中2的角色，它可导出 

I He) !<c(i + i $ i)- N+ ^<c(i + i f i)' fl - 1_E 

因此 >6 C °。 ■ 

下列引理表明，在大多数时候，用 Brute 强制法不能获得更好的结果。 
引理 7.1.3 存在一个序列 (&)$« 使得 


(1 +1 f ； I )-'" I Tl > (2 飞 ）IX >0 

证明： 

1- 根据定理6.3.1,4("-«)的标准正交化意味着紧集 < 1的存在，它 1 1 1 0^2兀 


意义下等于 [ U ]。 只要在托龙时，|^(?)丨>00。因为 I 是 tncx ^ Tt 下全等 
于[- ut ], 名的周期为2 ; + \,我们有 

qi - sup I 5；( f ) I = sup I 为（芒 ）I 

fG2 7 K 

即，存在（62吮使得奶，由于太是紧支的， 2_% e 龙是一致有界的，因 
此有 

I 1^2 £ ^ 0< C (7‘ 1,7) 


2. 由于= | cos $/2 Kl 对任何 文成立 ，故 

| II (2^f)| 1>1 II I m 0 (2~ j e) 11 = 1 H2' 1 ?) 1>C>0 

j = /+i j=*m 
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综上所述，当芒 =2乙 时，有 

! 11.^ (2 飞) | = I 名⑻ I ! S Y (2-^)|>Q ; - C2% 

s = \ i = i-H 

由式 (7.1.7) 得 

(1 +1 fi i )- 叫 {2~%)\> C2 l ^C2~ lX 

因为 J = mfj 卜故，这是由一^ 1 严格正常数确定的下界。 

现在，我们转向在 6. 4节中构造的特殊的〆族，并看看如何估计。由 

于 

娜⑺=(年)\⑻ 

及 

N-1 

I 办 ( ？） I 2 = P v (sin 2 f/2) - S(N - 1 + n)( S in 2 ? 々 r 
我们由确定 P N 的几个基本性质人手。 " 

引理 7 .1.4多项式 P. v U) = |^(N- n l + w )：r" 满足下列性质 

0 < x < ^j：-* v+I P w (x) > y ~ N + 1 P N ( y ) (7.1.8) 

_r < l=>P jN (x)<2* v - 1 m ax(l,2^)^ 1 (7.1.9) 

证明： 

1. 假如则 

” N (+ S ( jV ^ 1 + ^- w - i - n , 

^[ N ' l + n ) y -^-^ y -^ P N ( y ) 

\ n } 

2 ‘ 由于(见 6.1 节）心是？^.(1一工） + (卜文)％^ ) = 1 的解。代人 

如则 对于 _ r< 如有 P N U)&m)=2N-i， 因为 〜是增 

函数，对于$音，使用式 (7. 1.8) 可导出 
{ 2 x) N ^ x a 它即诬明了式 (7.1. 9)。 

现在利用引理 7.1.1 和引理 7.1. 2,有 
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== 2 n - _1 

由引理 7.1.1 可得出 ^ 连续的结论，回顾图 6.3, 当 iV 增加时， ^ 的正则性 
增髙。这显然不是最优的！ 在） >1时利用\立即导出更精确的结论。例如，有 

qi = sup I %(f)^(2^) I 

=^ug [Pv(^)P^(4^(l 一 j))] 1/7 ( 因为 sin 2 ? = 4sin 2 ^/2(l - sm 2 f/2)) 
假如 j <1/2 或乃 + 乃 /4( 这意味着 4yU - 则利用式 a 1.9) 

可得 [P,V (: y)P^(4：y(l - ：y))]<2 3 m。 在剩下的窗口 | ■中，有 

fp(^)^.v(4^(l -^)K2 2(N ：) [16/(1 - y)^- 1 

(因为： y 2 (1 - ：y) ^ ^,0 < j < 1) 

于是 ，㈤ 从它可导出，对足够 

大的数 W ， 渐近地 lV ^ 其中户 = i • _ - 1〜 0. 1887。由估计而不是 

可获得一个更好一点的值,〜 0.1936. 

注意到 y = f 是映射7 —4. v (l -y) 的不动点，所以对任意 k , q k > 
[^(|)]\它导出了X的一个下界和 — 的正则性的一个上界，就6而论 d = 
S in 2 f/2 = | 对应着$ = 我们早已经看出扮演了一个重要角色，因为 

-対于2乘是一个 mocl27r 的不变的循环。在下一小节，可以看出这些 
不变的循环如何被用来导出 > 的衰减性估计。 

7.1.2 来自不变循环的衰减性估计 


在不变循环上的夂的值可给出有关彡的衰减性的一个下界。 

引理 7 丄5假如1? 0 ,6 1 ，...，&- 1 1[[1, 11 ]是任意的一个非平凡(即匕# 
0) 的不变循环,且映射疗 = 2f(mod2j0 满足？ m = = 1，… ，]V ~ 1, r$ M - : 

=芒 0 ,则,对所有6€脚 

I ^(2 W+1 ? 0 ) C(1 +1 2 m+1 ^ l)_ N+i 

式中 Slg I |/(Mlg2), 且 C>0 是独立于 A 的常数 D 
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证明： 

1 . 首先注意到存 在 q >0 使得对所有々 e w 

I sm (2^„ \ )> C 1 (7.1.10) 

实际上，2^^ 0 = f 0 ( mod 27 r )， 故若气关 0 或 ± t 式 （7. 1. 10) 成立。我们已知道 
fo 乒 0;假如 ± Jt , 则芒 1 =0( mod 2； r )， 因此 f 0 = 2 M _1 f 〗 = 0( mod 2 jc ) ,而这是不 
可能的。 

2. 现在 

I H 2 m+l ^) i > | ? ^ a ( jV | lI ^ (2 -飞 0 )| 

因为 Y 是三角多项式，且冰0) = 1，故存在 Q 使彳 i 当|以足够小时， UU )1>1- 
C 2 \^~ 2 C ^ a 因此，对足眵大的 r 

ft ! Y (2-^o) l> n exp[-2C 2 2-^ I f 0 I ] 

}- rM j = tM 

> exp [- 2' rM+2 C 2 I fo I ] >e_ 4£ vv = C 3 

因此 

( r 4 i ) Af-l 

I H2 m+l ^) ]> C^(2^ I f 0 I )" N I C 3 II ^ (2，> 0 ) I 

J 二 0 

> c 4 1 ^ ( e 0 )y u ,)-^ (? M - i ) r +i+1 (i +i 2^ f 0 i)-- v 

> c 户 (1 +! 2^„ i )~ N 

^ C ( l + I 2 m+L $ 0 I )- N+i ■ 

现在，可以把它应用到上一小节末的例子中去：引理 7. 1. 5暗示 

卜 (2, 卜 C (1 + 卜 f | 广 '其中 。 lg 卜(|^ ( +) | /2 lg 2。 假 

如父只有实系数（在大多数实际应用场合中都是迭样），则|?(-|^| = 

| 父于是 JT = ig | j (|^)|4 g 2 0 另外一些较短的不变循环是， 

| 警 考， - 穿， _ 亨|，|_卑 _ 亨 | 等等;它们中的每一个齡出了；的衰减指 

数的一个上界 ^ 

有时，上述这些 a 的上界之一也能被证明为下界，我们首先证明下列引埋。 

引理 7,1.6. 设[-兀，兀]= 0 1 11此..11~,又存在 9 >0使得 

I 父⑷ l < q 

1 .9； (2^) \^ q 2 ? e D 2 

: ; 

1 义⑻父 （2 f ) …少 D m 
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则 I A?) |<C(1 + I f I)- 〜 '+气 其中 

证明： 

i. 估计 rn 1 父 （2 次 ）i, 其中 j 为很大的且但任意的正整数。由于对某些 m 
>=o 

&|1，2,—,财|,有氏乃„ 

* = 0 k=m 

现在可以对2_7使用同样的技巧，连续这样做直到无法进行下去为止。在那一 
点上，有 

| 父(2々)I 

剰下来的至多有 M-1 个不同的夂因子(即 r<M-l) D 因此 

* = 0 

式中的定义子式(7.1.5)中„因此，根据定义式 <7.1.6) 

^<J^2[C + jlgq] 

且4的界可由引理 7.1.2 导出。 ■ 

特地，我们有如下引理。 

引理 7.1.7 设 

iif(f)i<|y ( 如 )| I ^ i<}^ 

则 4 U)l<c(i+ |引广~ + \叉=每|父 (ly |/咬，且这个衰减性估计是最优的。 

证明:此证明是引理 7.1.5 和引理 7.1.6 的直接推论。当然，引理 7.1.7 仅适 
用于非常特殊的治在大多数情形下，式 ( 7 .1.11) 都不能满足:甚至存在父，使得 

^ (1^)=0° 类似的最 ft 上界也能用其他不变循环导出，例如，它是「〜 tx] 的 

剖分的分割点并应用引理 7.1.& 让我们返回到“标准”的例子^，对此, Cohen 和 
Conze(1992) 证明了父" （？) 确实满足式 (7.1.11), 如下所示。 ■ 

引理 7.1.8 m^NeN,N^l,P A (y) = fj 广? 十卞 满足 

设 0<y<| (7.1.12) 
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PMPn (^ -y))<[^v(|)] 2 设 I < / 1 (7.1.13) 


我们由证明 P)V 的另一特性人手， 

引理 7.1.9 

P jV ( j ：) = ^^LPiv(z) _ fW ⑴/〜 1 」 （7,1,14) 


二卜二 QH 士; i ，] 

2. (1 - 冰 +l u) - i+ |[( iV w +n )-( N „ + ! 1 " 1 )k 

- men - 

= P N U ) + ^ 2N ~ ^(1 -2^) (7.1.16) 

3. 将式 (7.1.15) 和式 (7.1.16) 结合起来，有 


(7.1.15) 

! 2 ；)- 


(1- ~t)P 、 {x) : N 卜 U) _ O 叫 

由于〜⑴'。 + ”卜 ( 2N N 1 ,故式 ㈤ .⑷成立。 
现在转回来^证明引理7.1.8 3 

引理 7.1. 8的 证明： 

1. 由于 iVW 在 [0, I ]上是递增的，我们只需证明式 (7.1. 13)。 

2. 定义/^)=心(30心(4^1 — >0),应用引理7.1.9得 

,。)= ( I-A —1 —) 

式中 


g ■(: v) = J P lV (>')F N (4^(l - y))(6^ - 5) 

- ^~ l (2y~ l ) iMlW 4_ y(l _ >0) 

+ 4(1 - >-)[4^(1 - 30 广况 1 ) 心 (，) 


(7.1.17) 


3. 由于当时，4><卜30<> 应用式 (7.1.8) 得 

P N ( y ) y - N+] < [4^(1 - ^)]- n +1 P n [ M 1-^)] 


或 
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[4(1 - y ) nv(yX PN [4 y(l - y)J 
把它代如式 ai . n ) 得 

g(^) ^ (^y ~ - : y)][i\ (:V) - 

其中方括号内的数，当<1时，等于士 (1-30 FV ( >0>0, 因此当■时， 

g ( 30<( L 从而导出 f \ ( 30 f N (4 ： y ( l - ⑷在^，吾]上为减函数，即3<|时，证 
明了式 (7. 1.13)。 

4. 对音<3<1，使用不同的策略，由引理 7‘ l ‘4， P N b )< (音 { 、(音)， 
故仅需证明 

^yf~ L p N (4y(l-y))< P N (|) (7-1-18) 

但是 

Pn( 4^(1-^)> < [1 - 4^(1 - : y)]- W = (2 广 1)~ 2N 

(因为 (1 - ^)'%(^) = 1- ^ P N (1 
且 

^ n ({)> ({广、⑴ >为3糾 (7. M 9) 

式中我们再次使用了引理 7.1.4, 且 



为证明式 (7.1.18), 仅需证明 

[☆]、-沪<忐(!广（”满 

由于 Qy - lKWjUj - l )- 2 在上都是递减的，故仅需证明式(7.1.20〉成 

立，亦即在上，(音广即可 a 显然当 N >1 3 时，上式为真。 

5. 剰下的是要证明在和1<以<12时，式(7.1.13)成立。分为两 

步::和: v >： yci 。 对:，因此，又由引理 7. 1,3 
得 

P , v (4 ^(l - 3 1 )) < [83<(1 - ： y )] N _1 _ P N (*) = [16)(1 - y ) 严 1 


类似地 




215 


( 7 丄 21) 

因此 Pn (抓 (0(1- 30)<(| ■厂 1 P N (|)[16/ Cl-^)] N - I <(f ) Pn 
|| j 。 因为上是递减的，当 1< N <12 时，由数值计算可 

检验式 (7. 1 .21) 确实小于 f ) f 。 

6. 对用界 P 」 v ( b (卜 j ))<(2 广 l )_ 2 N * P 」 vO )< 
hpYvU ) 类推出 

「 v 1 

Pn ( 4^(1 ~y))P N (y) <y^ +l PM( 2 y- 1 )" 2 [ (2 ^'1 1)2 j 

< 2 ^(y 0 ) (7.1.22) 

式中最后一个不等式中的 (2 ：y - 1) _ 2 和 ^(2^- I )- 2 在[: y 0 ， l ] 上都是递减的，当 
5< N <120^, 由数值计算可检验式 (7. 1 .22) 小于 [ 心(音 )]' 

1 . 还需在1<尺<4和^^<^<1时,证明式(7.1.13)。对这些较小值的 
N , 多项式 / Vb ) J °; v (43<( l ->>))- i ^|^ 最多为9次，它们的根易于(数值的） 

计算出来。且可以检验没有一个根在上，而式 (7.1.13) 当 y = l 时是成立 
的，从而完成了证明。 ■ 

由引理 7.1.8 和引理 7.1.7 可导出我们知道的的精确渐近衰减性，即 

\ N He) l < C (1 +1 $ |)- w + igiV 3/4 )'^ (7.1.23) 

对 n 前几个值，有下列一些 a 的估计值，对应的有 we C 0 — 、 


N 

a 

N 

a 

2 

0.339 

7 

L682 

3 

0.636 

8 

1.927 

4 

0.913 

9 

2.168 

5 

L177 

10 

2+406 

6 

L432 




也可使用引理 7.1.7 来估计当; V — oo 时 〆 的光滑度。因为 
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(对上界使用引理 7 丄 4, 对下羿使用引理 7.1.19)， 又 

igi in N[i - o(N 、 N)] 

意味着渐近地，对大 N, 当# = 1-^&0.2075 [1: 时 jGC#。 事实上，对于证明 
这个渐近结果，并不需要动用引理 7.1.8 的全部力量，只需要证明 

PM < 03^ y^j; ( 7 . 1 . 24 ) 

- 3-))< C 2 3 2fN - 1} |< y <l (7.1.25) 

式中 C 是与 N 无关的常数，从而该渐近结果可由引理 7.1. 6直接得到。式 (7.1. 
24) 由 ■立即町得，式 ( 7 . 1 . 25 ) 可由引理 7. 1 . 4轻松 

导出 。 事实上则由 /(1- W 在的递减性， r N (^)P,v 
(4^(1- y ))^( 4 y ) y - Hl 6 y ( l ~ y)) N ~ l = [64/(1 - >0]心 <3 咖 又若 

^<y^hW}P N (y)P^y(l-y))^(4y) N - l P N ^ = [8yF- 1 <3 2 ^- 1 K 

对0的精确渐近衰减性的如何简洁的讨论来自于 Volkmer{1991) ，他有独立于 Co_ 
hen 和 Conze 的工作的情况下导出了这些结果。 

7.1.3 Littlewood-Paley 类型估计 

本节所讨论的估计是 (1 + I f I )4 的 L 1 或 L 2 估计，而不是对^自身的逐点衰 
减性估计。基本思想是通常的 Littlewood-Paley 技巧:将函数的傅里叶变换剖分成 
二 进制片(即大约 lfl<2^ 1 C), 并对每片的积分加以估计，若当 jf W 时， 
"來 I 价） i<a，， 则当 a <-i g A/ig2 时， Jdf(i + mn 价） l<C[l 

+ Ij2^] <的这意味着托 C% 为了获得它的估计,将利用 si 作为； ^(2 ⑴的 
无^乘积的特殊结构，并以 6. 3节中定义的箅子巧作为推导过程的基本工具。 

首先局限于正三角多项式 M)(f) (下面将使 M 0 (^)=| m 0 (^)\ 2 把结论推广 
到非正的 m() )。 正如在 6. 3节我们定义算子作用在以 2 jt 为周期的函数上一 
样 

(^o/)(f) = % (音 )/( 音 J + M 0 ^ y + 兀)/(音 + 兀） 

这个算子为 Conze 和 Raugi 所研究，本节的几个结论来自于他们的工作 
(Conze 和 Raugi(1990),Conze(1991))。 相似的思想也独立地由 Eiiola(1991) 和 
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”11^0^(1992) 发展起来。第一个有用的引理 如下： 

引理 7.1.10 对所有的 m >0及所有的以 2 x 为周期的函数/，有 


广 df(Pff/)(^) = \ 2 Z de - fl M 0 (2-^) (7.1.26) 


证明： 

1. 第一步，对 


5 (Fo/)(f)= j >[ Mo ( l )/( l ) + M 0 (| + 兀 )/( 音 o )] 
= 2 f ^ dc [ M 0 ( n/(n + M 0 (| + IC )/(| +ff )] 

= 2 f _:>， M 0 ( C )/( r )= f _； df . /( 音卜(音) 


设式 (7.1.26) 对 « 成立，则它对 ； w = « + l 也成立 c 


扣 [ iV7 ]( f )= df ( F5Po /)( f ) 




4+ ：0/(2-"々 + ； 1 )]11> () (2飞） 


= 2。 +1 广和 [ fl > 0 (2 乂)] [ M 0 (?)/ ⑴ + M 0 U + 兀 )/(? + 兀)] 

J j=0 

= 2" +1 f rt /2 d ?[ j "[ Mo (2 J t )]/(?) 

= 2 ,,+i r daltM 0 (2^)]/( r ) 

=f - ^[IlM 0 (2^)]/(2-"- 1 f) 

厂 2 TT 

因为 M 0 是一个正三角多项式，它可写成下式 

M 0 (?)- = a-j ^ H 

r--j 

j 

这样，我们即找到了一个 ■£ 角多项 k ： 的 (2/ + 1) 维的矢童空间，定义如下 

v ； = i /(^)；/- if ^\ 

j=~j 
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它对算子尸 0 是不变 的 0 在空间 V ；中 P 0 的作用可由⑵ + 1) x (2/ +1) 阶矩阵来 
实现，也用来表示 

(Po)ki = 2a 2i .t-J<k t l^J (7.1.27) 

这里约定如 | r |> J , 则~ = 对此类 M 0 有 

M 0 = (cos 音 ) 2 \(!) (7.1.28) 

式中 L 是一个三角多项式,并满足 LU )#0, 矩阵尸 0 有非常特殊的谱特征。 

引理 7. 1. 11 值 1,}, … ，2 _ 2Ji + 1 是 P 0 的特征值。行矢量族 e4 = 
(/)； = -；』J = 0, …， 2 K -1 生成一个子空间，此子空间对 P a 是左不变的，更 
准确地说， = 的线性组合,《<走 a 

证明： 

1. 因子分解式 (7,1,28) 等价于 

1>/(- 1)) = 0 A=0r- ， 2K-1 (7.1.29) 

} = -} 

而且，由于 M 0 (0) = 1，}]% = 1^ + !二|。这意味着矩阵(7.1.27)中每列的 
和等于1。因此印是 P a 的特征值为1的左特征矢量。 

2. 对 0< A <2 K -1， 定义办 ： ei P 0 , 即 

当 m 为偶数 ， w =2/ ' 

igk)2i = 2^0 + 0 k a 2j = 2 -叫加/)«2匕卜)*-、 

当 m 为奇数， W 二2/ + i 

{gk)7t^2^U + I + 1)% +1 
} 

= 2 ~ k + 1 ^( 2 l + l ) m 2 ^)( 2 ； + 1) 4 -"-« 2;+1 
因此，由式 (7.1.29) 得 

e tPo = gi = 2 _ * +l S 

\m I 

式中， = ^2j(2j) rn = s ^ +1 (2> + ir a 
引理 7.1. il 的一个推论; 4 空间 &, 
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^ = l/e v.-^rfi = o « = o,-,^-1} 

对尸0均为右不变的 由 jlk ^ 得出本段的主要 结果： 

定理 7.1. 12设 A 是 P Q I gjf 的绝对值最大的特征值，定义卩 4 如下 

f '( f ) - (2 tt)- 1/2 II M 0 (2- j » 

厂 1 

a = - lg I A I Ag 2 
若 | A |<1， 则对所有 eMK /^ C 0 ' 

证明： 

1. 定义 /(?) = ( l _ cosf ) K „ 显然，当 时， / e £ 2 K ，且卜= 0。 

2. 由于对任意5>0,存在 C >0, 使得对任何 ti € N ，有 || A n || < C (^( A ) + 
幻",设谱半径 〆 nk ) 等于 UU 则有 

( i ^/)(^)^ C(l X\+Sr (7.1.30) 

3. 労一方面，由于_!<!?|_<兀，/(?)>1。再结合 ffM 0 (2-7) 在 
界(像通常一样，这可以从 | M 0 ( f )|< l+Cl f I 求出来）有 

j d ^(?)< C J ditl M 0 (2-^) 

2 rt_i ^ieiO"T 厂 1 

<c J 町( 2 飞) nM a ( 2D 

2"' WlJP ^2% 

<cf dHnm ?) 

J -IT 

< C(\X 1 + 5 )" (使用引理 7.1.10) 

考虑到本小节开始时的讨论，这意味着 ■ 

实际上还可以证明一个更强一些的结论。事实上，如果将 cu 是整数)扩 
展至包含所有的其 U - 1) 阶导数都属于 Zygmund 类 

麥 = I/; I fix + 31 ) + f(x - y) - 2 f(x) 1 ^ C I I , V ^, 31 ( 

的函数时，则可以得出当 PoUu 为对角矩阵时也有 Fee 2 的结论(亦即，在此情 
形下 e 可以去掉）。而且，达一个光滑性估计及定理 7.1.12 中对所有 e >0, 尸 6 
的估计，只要穸在 [- ATT ] 上非零，则两者都是最优的。其证明可以参看 
Cohen 和 I ) aubechies ( 1991 ) 中的定理 2.7 D 

注意：运用等值技本可以导出同样的结果，这需要一个和尸 c 同样方式定义的 
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算子巧，但 M G ( f ) 要用式 (7.1.28) 中的因子 L ( f ) 来代替。在这种情况下，我们 
定义兴 ： 〆 砾），并且因式分解打？）= [ 2 ( 3 ;1^/2)々尸（ 2 ；0- 1/2 ；^乙( 2 飞）以 

J =1 

得到 

j dSPtfXC } df I f r 2K I[L(2(-^) 

<cr 2 ^ d?[(pfe)n](f) 

^ -7 C 

< C 2'^( A l + e) n 

所以当 a =2 K - g 时, Fec °- f Q 这种方法的优点在于直接从一个较小的矩阵 
^开始，使得特征值谱半径的计算较为简单。正如下面的讨论所示，两种方法是 
完全等价的。 设# 是 F « 的特征值，其对应的特征函数 AG £ 2 K ，则& flj ■写成 

4(?) = ( sin 2 音)\(幻 

在式 

郝)= M 。(音 )( 音 W 音)+ m 。(音 + X 音 + 兀） 

.中用叫⑺的分解形式代替 M 。， 并除以 [ s in 2 音一音 ] ~后得 

’&(?) = L (|)^( f ) + L (i + 7： ) g ^(i + n ) 

因此，珅的特征值可由/-2 2 ^精确地给出。 

通常， m n 不是正的(确实，在正交小波基的框架中，除 Haar 基外， m Q 是永不 
为正的，见 j anss eii (1992))。 然而,我们可以定义 M 0 = Im /; 用同样的技巧导出 
} d ? I H ?) I 2 < C 2- 2, lN { A L + £") 

式中;的谱半径, L ⑻ = WU )| 2 , 因此，当 a + 士 <iV + 鵠时，有 

|d?(i + i e\y I I 

<c[l+ 22"°2^{ I df I 仏 ) l 2 ) 叫 < 

因此，当 a<N + ^-| 时, ssec °-% 

对 6.4 节中前几个 N 值的其相应的《为 
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N 

a 

2 

0.50 

3 

0.915 

4 

1.275 

5 

1 + 596 

6 

1.888 

7 

2.158 


2.415 

9 

2.661 

10 

2.902 


显然这些值比由 4 的逐点衰减性估计值(见 7.12 节)要好得多。由于矩阵巧 
的规模随着」 V 的增大而增大(线性地），而且，我们也还没有找到方法以确定当 
JV — oo 时它的谱半径的渐 近值; 因此，对于(正则性的)渐近估计 j 的逐点衰减性 
估计不失为最好的方法。 


7.2 直接法 

当 N 较小时，在 7. 13节所获得的 W 的光滑性估计值仍不是最优的。然而， 
基于傅里叶的方法又只能给出全局 Holder 幂的信息，但从图 6 . 3看来，例如 2* 都 
存在着一些点的光滑性比另一些点更高的现象 2 事实上，还将看到存在着一种 
(分形)集的分层集团，在其上 V 有从 0.55 到1的各种不同的 Holder 指数，这样的 
结论可由直接法获得，而无需启用 k 为简单起见，我们将就一般情形阐述这一方 
法的步骤，并以/为例来详加解释，然后不加证明地再叙述有关全局正则性和局 
部正则性的定理。证明可以在 Daubechies 和 Lagurius ( 1991,1992 ) 中找到。在 
Micchelli 和 P rautzsc h (1989) 有关重分格式的框架中也证明了全局正则性的类似 
结论(独立地，事实上还在 Daubechies 和 Lagurius 之前)。 

此方法完全独立于小波理论，其出发点是方程 

FU ) = - A ) (7.2.1) 

式中冗= 2,我们的兴趣是它的有紧支集的 L 1 解 F , 假如它存在，是惟一确 

4^0 




222 


定的①（在规范化意义下)油于 FeL 1 ^ 是连续的，式( 7 .2.1)意味着 

Ke) = (2x)_ 1/2 [广 dxFU)n m (2-)f)] 

式中 W ) = 引理 6.2.2 告诉我们， F 的支集 S U pportF =[( U 」 

方程 (7.2.1) 可以^看"成为一个不动点方程 = 对支集在[0，&]上的函数 f 定义 U 
为 

{ Tg ){ x ) = Sc^(2x-i) 

夫 -0 

则当 7T = i< '时， F 是式 (7.2.1) 的解。以下，试图用通行的方法来寻找这个不动 
点 :即给 定一个适当的心，®定义巧=尹巧,再证明巧有极限。为了寻找 F 0 , 首 
先注意到，当 F 是连续函数时，式 (7.2.1) 对 F(«),KZ 强加了一个约束。由 
于 Support F= [0, A] ,只需要确定 F ( k ) ,\ Kk^K - 1,其余的 Hn) 取为零。将 
: r = 6 - 1代人式 (7.2. 1 ) ,导出有 K - 1个未知数 J*'U) 的 K： _ 1个线性 
方程的方 程组; 由此方程也可以看出矢量 (F(l), …， KK-1)) 恰好是从&导出 
的(尺-1)\(穴-1)阶矩阵的特征值为1的特征向量。我们将证明，在一些取模 
(modulo) 的技术条件下(如下所示），矩阵确实有非退化的特征值1存在。因此，向 
量 (F(l) , F(iC _〗）)能被确定到仅差一个常数倍。现在假设我们已经做到了 

这一点，则可以证明 § FU )^0, 因此可以规范化为= U (所有这些 

都将在下面用例子加以说明）。现在定义是分片线性函数,它在整数点上 
取精确值 FU ), 即 

F 0 U) = _FU)U + 1 - 2) + FU + 1)U - 是） k<j：Kk I 1 

(7.2.2) 

连续应用 T 以定义 = 7^^ ，卽 

F J + l U ) = ( Tf ))( x ) - (7.2.3) 

t=0 

易知 f ； 也是分片线性的,节点为 2 e [0, iC ], n 6 N 。 为讨论当«时 ，巧是 
否有限及该极限的正则性，习惯上将式 (7.2.3) 换成另一种形式。 

关键思想是同时研究 F } ( x ), Fj(x 十 1),".，巧 ( j ： + K " - l )， j：e [0,1]。定义 
^( x ) GR k ® 

[巧 - U )]* =巧 u + K - 1 ),A = 1，…， K，x e [0,1] (7.2.4) 

① 见本聿末注3。 

② 见本窣末注4。 

③ 见本章末注5。 
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对于0«音，并注意撑 SupportFyCfO , 幻 ，则式 ("7. 2 . 3 ) 蕴涵巧 + 〗(: r ) f ) +! U 


+ 1)，…， F ; + 1 U + K - 1) 都是 F ; {2x) ,Fj{2x + \), — ,Fj{2x •! 
合。更精确地，运用可以表示为 

fif-1) 的线性组 

= ToVjilx) 0< ^ y 

(7.2.5) 

其中 T Q 为 ifXif 阶矩阵，定义如下 


(T 0 ), n „ = C 2m -„_i 1 ^ < K 

(7.2.6) 

并按照习惯规定 Q = 当々<0 或是： > if， 类似地 


w ;+ i ( j :) = T,vj(2j ： - 1), 音<：1：<1 

(7.2.7) 

其中 


= C 2m _ n ,l < m ,m < K 

(7.2.8) 


将方程(7.2,5)与方程(7.2.7)用于：1- + : 因为7' () ，7' 1 和1 ! ；的特殊结构(（7^)_ 

=( 乃 ) 一 1 ， 0,(0)]^|^(1)]„ ，《 =2,.‘. ，幻 , 这两个方程当工=士时是相同 
的。可以把方程 (7.2.5) 与方程 (7.2.7) 合并为一个，每一个: c 6[0, l ] 都可以用一 
个二进序列加以表示的矢量方程 


工 = S 也 U) 2 -" 

ft=l 

对所有 》，d n U) = l 或0。对每一个二进有理数，亦即每一个类型的: r 都有 
两种可能的表达式 存在: 可以将最后一位数字1后面全为0,用最后一位数字0后 
面全为数宇1的形式来代替^这样做不会带来问题，但为清晰起见,用上指标来区 
分这两个 序列: cCO) 表示末尾为0的序列(“从上”展开，即当时，用同样的 
/-I个数字: r+2」 来开始展开） d n -(_r) 表示末尾为1的序列(“从下”展开)。例 
如 

<(*) = 1 <( 音 )= 0 w >2 

#(*)= 0, d :(*)= 1t n ^ 2 
式 (7.2.5) 与式 (7,2.7) 的两个定义域■和士 <x<l 可以完全用 4U) 来 

表征: <^( x ) = 0, 假如 : r < 如 <^(_ r ) = l ， 当 

对每一个二进序列 d = ( d „)^ wm ，定义右平移 ni 
(rd) n = d n+ i n = 1 ， 2,… 
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显然，当 0<工< 音， irfU) = W2：r )， 当时, rrf(z)—(2rl) (对; r = 

士有两个右移形式 rrT (士) = rf(0)，RT (士) 一 ⑴)。虽然 r 是定义在二进序 

列上的，我们不妨滥用一下记号 ncii 而不用用这种新记号可以 
将式 (7.2.5) 与式 (7.2.7) 写成一个单一方程 ， 

& 7+ ,( x ) = T di ( T ) Vj ( x ) (7.2.9) 

若％右极限I则向量函数 d 是线性算子丁的一个不动点。算子了的定义如下 
(Ta>)(x) = T diU )w(rx) 

T 作用于所有的向量函数 W : [0,1 ]^ R k , 它满足要求 

[^(0)], = 0, S (1 )] K = 0 r U (0)； j K = [ o *( l )] K _, K = 2 ,…， N 

(7.2.10) 

(上述条件也保证了 Tw 在二进有理数上有定义,且两种展开导致了相同的结 
果)。 

这样用不同形式来重写方程会带来什么呢？从式 (7.2.9) 得 

它意味着 1 

W ; U ) - ^+ i ( x ) = T ^ yT ^ lvoi ^ r ) - (7.2.11) 

换句话说， 矩阵乃 的积的谱特性的信息有于控制％ - % + e 的差,使得我们可以 


证明并导出 w 的光滑程度。举一个 例子： 

对函数 2 f s , 式 (7.2.1) 成为 



iHx) = SCj 2^(2x - k) 


(7.2.12) 

式中 M 



c^ l f\c x = ^,c 2 ^^,c, 

注意到 



c 0 + c 2 = C 1 + = 1 

和 


(7.2,13) 

2 c 2 = q + 3^ 

1 3 


(7.2.14) 


它们都是 m 0 (幻=士 g ^-诚被（1十 6 -勺 2 整除的推论 02 ^1), 2 ^2)的值由下 
列系统 决定： 


2^0)1 = (2^(1)' 
j (2 )r M U (2), 


M = 


c \ 


CD 
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因为式 (7.2.13) 的列和为1，从而保证了 （1,1) 是 M 的特征值为1的左特征向 
量。 这个特征值是非退化的;同一个特征值的右特征向量与 （ 1，1 ) 是不正交的，说 
明它可被规范化使得其元素之和为 U ( 2 iHl )， 2 5 H 2)) 的这个选择导出了 

2f 4(l) = i^3, 2i 6(2)^^5 

矩阵 T e , 乃是 3 X 3 矩阵 

fc 0 

To = | c 2 

lo 

因为式 (7.2.13), r e 和乃有一个公共的左特征向量 ei = ( i , 1 ,1) ， 它的特征值为 
U 而且，对于所有 

e l - ^o(^)= - [(1 - J ： )wo(0) + J ： Du(l)] 

= (1 - 工 )[ 2 奴 1 ) + 2 ( 1 ( 2 )] + x[ 2 Hl) + 2 H2)] = 1 
(使用式 (7.2.2)) 

对所有的 16 [ 0 , 1 ]及所有 _? GN ， 它导出 

e i - % U )= q . T diUr - T d _ U) voi ^ x ) 

= e i - ^ o (^) = 1( 因为 qiv ^ ei ,d = 0,1) 

因此，叫(3<)-巧 b ) 属于正交于的空间，£!=彳《^]‘《/ =叫+ W2 + ( W 3 = 0 〖，这 
样，从式 (7.2.11) 看来，为了控制％的收敛性，只需要研究限制在空间 £l 上的矩 
阵1 的积 D 而所得还会更多！定义 e 2 = (1,2,3), 则式 (7.2.14) 意味着 . 

《 2 丁 0 = ~ 2 € 2 + ^ 0^1 

e 2 T } = ~ e 2 + a iei (7.2.15) 

式中 00 = 0) + 20-1 = ^^! = c 3 + 2 c 3 -y = ^5 D 假如定义 e ^ = e 2 - 
2^ 0 ^,则式(7.2.15)变为 

4了。= 士4及 jT 】 =如呈 — 

或者 



另一方面 

«2 * W 0 (; t ) 

因此 


elT'd = Y e 2 - ~2^1 

(1 - j ： )e^ - v 0 (0) + * 仰 ⑴= 
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el - %( 文 )= 4 ‘ T d ^ T )Vj-i{tx) 

=- ^d\{x) + -^-«2 ' %-i(Tvr) 

=- 十 2-4 - 如 ( 尖 ) 

m= 1 


=_ ^] 2 ~ m d m (x) - 2 Vjc - - x 

m — \ 

它导出4•[叫 U )-% U )] = o 3 这意味着为了控制巧-%+;,只需要研究限制 
在於上的 矩阵乃 的积，於是由 el 和 d 展开生成的空间。但是，因为这是一个 
简单的例子， E 2 是一维的，且是由一些常数所作的简单的愔乘，即乃的第 

三个特征值对心为^^对乃，为这样即得到 


I ! % U ) - v } ^ i ( x ) || < 



(7.2.16) 


式中％ 被认为是一致有界的 A 由于 


1 ~-/3 I 

TTsl 


<1，式 （7.2.16) 意味着 


II Vj(^) - v j+! (x) I! < C2~^ 


式中 a = | l g ( l + V ^)/4|/ lg 2 = 0.550。 故巧有一个极限函数 in 它是连续的，因为 
所有的巧都连续，且收敛是一致的 D 而且因为所有的％满足式 (7.2.10), W 自动 
满足式 (7.2.10), 所以，它可以不折不扣地成为[0,3]上的一个连续函数 F 。 这个 
函数是式 (7.2.1) 的解，因此 2 ^ =广而且它可以用节点在（2。的分片线性样条函 
数 5} —致逼近。 


II 2^ - F } 11 C 2 ~ v (7.2.17) 

从标准的样条理论(例如，见 Schumaker (1981)}® 中可以导出是 Holder 连续 
的，指数 a = 0.550。注意到它比 7.1 节最好的估计值要好(在 7.1.3 节的结尾得 
到 a = 0. 5 - eK 此 Holder 指数是最优的:从式 (7.2.12) 有 

2 H2~ J ) = (^3) 4(2 十 ”…=(1^3) 、以 1 卜 C2^ 


因此 


\ 2 H2~ j ) - 295 ( 0 ) I = C( 2 ~n a 

但是，这个矩阵方法还吋以做到比确定最优 Holder 指数更好的工作。由于 


①见本聿末注6。 
©见本章末注7。 
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4/)=乃 1(; ^(=)，故对足够小的。 可以做到使: r 与 + r 在它们的二进展开 
中有同样 jf 始 j 位数字，即 

w (_ r ) - w(:c + t ) - 7乂(_0…- vir^ix + ())] 

它还可以像上面对 ％(. r ) - % h (: r )— 样被精确地 研究; 我们发现 
ei • [ d ( x ) - v(.x + r )] = 0 
4 ' U ( x ) - A'r + t )] = t 
剩下部分仅弓 7 'J Ei 有关，我们发现 


li u(.r) - — f) II ^ C ； U I + CT aJ 



(7.2.18) 


式中 i 自身是2~的。用记号 n ( x )= 丄^>„( 1 )，式 （7.2.18) 可被重写成 

J F^l 

II wU ) - v(x + t ) It < C I f I + C 2 - { a + h ^ (7.2.19) 

式中 /9=| lg |( l - 乃 ）/(1+ 乃 ）|| / lg 2。 设）一 《 时， G (_ r ) 趋近极限 rU )。 假如 
「(^^〈^^^(^—”心则式门二^…的第二项控制了第一项和函数 I 因而 2 多都 
是 Hdder 连续的，其指数为 a +/^ U )。 假如则第一项，其阶为 

P 

2~,具有控制力，此时 J 是 Lipschitz 的。事实上，甚至可以证明 j 在这些点上是 
可微的，这些点构成一个全测度 full neasure 集合。它建立了一个分形 ( fractal ) 集 
hU ) 在这些集合上取一些预定的值)的分层体系, 2 > 在该集合上有不同的 Hold - 
er 指数。对二进有理数会发生些什么呢？好，此处你可以定义 r ± (_ r )， 这依赖于 
你究竟是“从上面”(与 〆 U ) 有关)还是“从下面 "（与 厂 U ) 有关） u ) =0, 
^-(^) = U 因而， j 在二进有理点 z 处是左可微的，而且当从右边逼近 x 时，有 
Holder 指数 f 0.550, 这一点可用图 7.1 表示，它显示了 j 的放大图像，展示了 
甚至在非常细小的尺度下的特性倾斜尖峰。 


在这个例子中，有两个反映 m G ( f ) = 士 Uqe - 讲可被 (（l + e _ 勺/2) 2 除的 

“求和规则”式( 7 . 2 .13)、式 (7. 2. 14)。通常地， m G 是被 （（1 + e _”/ l ) N 除的，故 
应有』 V 个求和规则。然而，子空间瓦~是高于一维的，加重了估计的复杂性。关 
于全局正则性的一般性定理如下： 


定理 7.2.1 假设0=0 ,…, K 满足土； Ci =2 且 

k=U 

K 

X(- \) k k l c k = 0 / = 0,1,-,L 

i =0 


(7.2.20) 
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图 7.1 函数 j ( x ) 的图形和在 i = 2. 5附近两次连续放大 

对每一个 W = l , …，厶+ 1，定义是妒的正交于叫=^311{ £1 ，，.-,^|的子空 
间，式中 假设存在1/2<义<1，09<厶0£脚)和0 

>0使得对所有二进序列 K ) 汝 N ， 和所有 t «6 N , 

II T di - T dn l Et+i || (7.2.21) 


则 

1 . 对与 G 相联系的二尺度方程 (7.2.1), 存在非平凡连续 L 1 解 F 。 

2. 此解 F 是/次连续可微的，且 

3. 假如 A >{，则/的/阶导数是 Holder 连续的，其指数至少为 I InA | / 
ln 2_ tU = + J!l /的/阶导数 F ⑴是几乎 Lipschitz 的;它满足 

I F U) (x + t )~ F U ) ( x ) KC I HI In U II 
注意： 的限制意味着为使在 A ■时式 (7.2.21) 成立，我们只选择了 
最大可能的整数 l ^ L a 假如/ =厶，则必须 A ■(见 Daubechies 和 Lagarias 

(1992)); 假如 /< L 且/1<|，则我们可用 / + 1 替代 L ， 用 2 A 代替 A ，式 （7.2. 21 ) 
就会对较大整数/成立。 □ 

对于例子 d 所显示的局部正则性，也可以建立类似的一般性定理^关于它 




229 


的精确表述和证明，建议参看 Daubechies 与 Lagaiiasf 1991 ,1992). 
当应用到;,这些方法导出下列最优 Holder 指数： 



这些数值显然比在 7.1.3 节获得的要好得多:而且，我们惊奇地看到， j 是连 
续可微的，虽然它们的图形看起来在 i = 1处有一个“尖峰”，放大后显示出有偏 
差，并容易导致误解 :真正 的最大值位于 _r = l 偏右一点，而且，它的确是处处平滑 
的(见图7.2)。 3 必的导数是连续的，但它有一个非常小的 Holder 指数，如图7,3所 



不幸的是，这些矩阵方法在处理大例子时很麻烦。另外，最新的“直接法”已 
由 Dyn 和 Uvin (1989) 和 Riod (1991) 发展出来;当应用于]\^2,3,4时的它也 
能得出上面所给的 a 值，由于其计算量小，它也能处理较大的 N 值，其效果比 
7.1.3节要好(见拓 011 1(1991))。 
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图 7.3 dU) 的导数 


注意： 

1. 请注意 7.1.3 节中（见（式 7. 和心的相似性。甚至在波套 

的不变子空间中它们的谱分析也是一样的。这表明定理 7.1.12 中的结论确实是 
最优 的：事 实上，假如X是 f 0 i E2k = :的谱半径，则有 

II (r, 1^)1 >ca-tr 

因此式 (7.2. 21) 中的 A 必然至少是$2%且 Hdder 指数至多是/+ [ lgX | / lg2< 
|lgA |/ lg2 D 这两种方法的区别在于后一种方法在即使 JW 0 (f) 为非正时也能给出 
最优估计，不像 7.1.3 节中那样。 

2. 条件式 (7.2.21) 表明在使用定理 7.2.1 前，在 To ^ i 上所加的无穷多条 
件必须要先进行检驗 c 幸运的是 ，式 (7.2.21) 能归结为等价条件，这些等价条件能 
在有限次计算和搜索中进行检验。细节请参见 Daubechies 和 Lagarias( 1992 ) „ 

3. 实践中没有必要用 T D 和了 丨 并将它们限制到 E 2K 。 可以直接定义对应于 

m 0 (f)/((l+ e _ 勹 /2) K 的系数的矩阵匕,^。乃证 || T V ..7^|£ 2jf 丨的界与在 
\\ T di - T dm || .2 _ijn 上的界是等价的（见 Daubechies 和 1^31^(1992) ，5节）。矩 

阵^比矩阵小得多（用 （JV-fe)X(iV- 幻代替 iVXiV)。 

由于此方法适用于满足方程 (7.2.1) 型的任何函数，因此可以把它用丁重分格 
式的基本函数中。对于式 (6.5.14) 的对应于 Lagrange 插值函数，详细分析结果， 
显示 F 是几乎 C 2 的 :它是 C 1 的，且 F ' 满足 


| ru) - ru + ^) i<c I Hiigi hi 

此结论早已为 Dubu C (1986) 得到，但我们的矩阵法能做得更多！它们(指矩阵 
法~~作者）能证明 〆 是几乎处处可微的，甚至能在那些适定 （Well defined ) 点 
处计算出 F "， 细节请参见 Daubechies 和 Lagarias (1992) 0 
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7.3 具有更髙正则性的紧支撑小波 

由推抬 5.5.2 可知，仅当基本小波 4■有 N 阶零矩时，一个正交小波基才能由 
波构成。（我们隐含地假定了 0是从多分辨分析而来并且 i * 与0都有充分 
的衰 减性; 两个条件对第6章中构造的紧支撑小波基都是平凡满足的。）我们构 
造^的动机，就在于要求所导出的一有 N 个零矩。在 7.1.2 节中的渐近结果显 
示出鈔、泌上 这意味着80%的零矩阵被浪费掉，即同样的正则性可 
以只用有 N /5 的零矩来实现。 

対小值 iV , —些类似现象发生了 n 例如，即使以、#各自分别有两个和三个 
零矩却化为连续的而不是 C 1 的, 3 #是 C 1 的但不是 C 2 的，因此，在这两种情 
况中，可以“牺牲”一个零矩而使用额外的自由度去获得与 j 或 j 有同样支撑宽度 

但都有更好的 Holder 指标的 t 这等于用 | %(?) ( cos 2 |) N - i x 

[^ N-i ( sin 2 J + a | sin 2 y J cos^j 去代替丨? w 。( f ) | 2 = ( cos 2 1) J ^ sin 2 音) 
(见式 (6.1,11))， 并选择 a 使得必的正则性提髙。图 7.4 和图7,5给出了 /V = 2, 



图 7.4 支撑宽度为3的具有最高正则性小波的尺度函数卢 



图 5 支撑宽度为5的具有最高正则性小波构成的尺度函数必 
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3 的例子，其对应的心如下 

k2 = Jfl 

h ^jk 

N = 3 A 0 = 0.374328416334^2 

fei =0.109093396059/^ 

A 2 = 0.786941229301 / 乃 
fe 3 = -0.146269859213//2 
A 4 二 -0.161269645631//2 
/i 5 ^0.0553358986263//2 

由于这些例子中 T 0 , T , 特征值的退化 ® ，导致寻找最优 Holder 指数比较困 
难„可以证明这两个函数的 Holder 指数最小分别为 0.72261, 1,40198,最大分别 
为 0.7369, 1.4176。这最后的值可能是真实的 Holder 指数，详情请参见 
Daubechies ( 1990 b ) 。 


7.4 正则性或消失矩 


前节的例子表明对于有固定支撑宽度的4与 A 或等价地，对子相联系的子带 
编码格式中有固定长度的滤波器，其能导致最大正则性的心的选择与0的消失矩 
的最大数目 w 的选择可以是不同的。问题 是:哪 一个更重要？消失矩抑或正则 
性？答案依据于应用，而且常常是不太清楚的， BeylkiruCoifman 和 Rokbl；n( 1991 ) 
将紧支撑正交小波用于矩阵的压缩，即将它们变为稀疏形式，细节可参看他们的原 
始论文或 Ruskai 等 (1991) 的文集中有关 Beylkin 的 一章; 其有效工作之一便是消 
失矩的数目。如果你想分解一个函数 K (: c ) 为小波(矩阵应该用双变量函数来模 
拟，但所讨论之点按一种简化处理也与一个变量一样)。你应当计算所有的小波系 
数为了压缩信息，需丢弃所有小于门限(或阈值) e 的系数。让我们看看 
在某些小尺度 - _7( J 6 N ， r 相当大”），这意味着什么？设若厂是^ — 1 的且0 
有 L 个消失矩，则对邻近2的: c ， 有 


①见本章末注8。 
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F ( x )- F (2 } k ) + F l { 2 ~ } k ){ x - 2 - } k ) 

+ … + -2^) l_1 + (z - 2 ~ J k ) L R ( x ) 

(L ~ i )^ 

式中 i ? 是有界的。假设用 0(2 心 - O 来乘并积分，则前 L 项没有贡献，因为 
~ 0,/ = 0 ,…， L - 1。相应地 

I I = I - 2 ~ J k ) L R ( x ) 2 J / 2 < p ( 2 ] x - A ) I 

< C 2 -瓜-叫办 I ^ l L I 4 >{ y ) I 

对 J 很大的，除非 J ? 大到接近 62〃， 而小得可以忽略。门限化后,只剩下小尺度 
的接近于 F 或它的导数的奇异点的小波系数。假如0的消失矩数目 L 很大》效 
果是非常之好的，注意到4的正则性在这里的讨论中不起什么作用。这样看起来 
在 BeylkimCoifman 和 Rokhlin 型的应用中，消失矩数目的作用远比0的正则性重 
要得多。 

对另外一些应用，正则性涉及更多一些。假设你想压缩一幅图像的信息。你 
仍将把它分解成小波(二维小波，例如与张量积多分辨分析相联系的二维小波八 
丢掉所有的小系数(这是比较原始的办法。实践中，常常依照某些量化法则，以更 
髙的精度选择某些系数)，得到一个如下类型的表 达式： 

f 二 S 化办,内, * 

j,*es 

式中 S 只是所有可能值中的一个(小的)子集，它从函数 f 中选出。造成的误差由 
删掉了的办,*的倍乘构成。假如这是一些非常杂乱无章的事物(指图像一作者）， 
则 f 和 丨之间 的差别会比0较光滑时明显得多。虽然允许条件相対粗粮,但建议 
至少要求一定程度的正则性。在 Antonini 等人 （1991) 所报告的一些实验看起来 
更坚定了这个看法。但为了得到令人满意的解筈，应要求作更多的实验。 

等价于 m 0 ($) 除以(1 +厂勺 1 " + 1 的求和规则式(7.2.20)，有另一个有趣结果。 
在详细研究的例子 2 ? i 中，我们发现式 (7.2.13) 和式 (7.2.14) 意味着 

e \ ■ v ( x ) = i , e ° • v ( x ) - - x 

(我们是对％证明上式成立的，因为故两者都是成立的）。或者，用术 
语卢而不用 h 对所有 z €[0， l ] 

Hx) + 令 { 丈 十 1) + iKx +2) = 1 


①见本章末注 Q 。 
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(1 - 2 « 0 )^( j ：) + (2 - 2ad)^(x 十 1 ) + (3 - 2a^)Hx + 2 ) = - x 
因为 SupportGXtU ], 容易验证这意味着对所有 ）6 R 

2 + «) = 1 
1 

2 (” + I - 2aq)Hy + n) - ~ y 

所有次数小于或等于 1 的多项式都可写成彡 （ T - 幻的线性组合。有时也有类似 
的情况 发生: 条件式 (7.2.20) 保证所有阶数小于或等于 L 的多项式都可由 - 
«) 的线性组合生成(见 Fix 和 Strang (1969), Qivarett a ，和 Mcchelli (1991 )) D 这又 

可用来解释为什么条件# 叫 |^ = 0,/=0，一上在子带滤波格式中有用。理想 
情况下，人们希望有一个低频通道,以便滤波后，只包含图像的缓变部分,而真正的 
“髙频”特性只出现在另外的通道中,低次多项式本质上反应了缓变部分，求和规则 
式 (7.2.20) 保证它们(或者它们在一 个大区 间内的限制，或整个就在 L 2 ( R ) 中，这 
里没有计及其边界效应)是在每一个 V ; 中，亦即，它们完全由低频通道给出 a 
在子带编码设计 FIR 滤波器时,习惯上没有必要对的消失矩给予更多的注 
意，它只反映了滤波器在 f = 时的“平坦性”。下面的讨论显示出滤波器的级联是 

如何进行的，然而，至少有一些消失矩是重要的。假设对一个信号使用三个连续的低 
通滤波器加+选-的处理步骤，设原始信号为/,经过傅里叶变换为尸 U ) = 
则一个滤波器加+选-处理的结 果是， ，这里^ = 2 / ne - w 满足 

/ ’⑻ ： it ’ (音卜⑷"。(音 + +。(音 + 冗)] (7.4.1) 
第二项可看作是在/低采样速率下造成的混迭。类似地，三个这样的运算导致 

户⑻= 2_2/3 [广(音卜。(|"卜(音卜(音) +7 个“折叠”项 


(7.4.2) 

积 w a ( f ) mo (2$) mo (4$) 扮演了一个重要的角色。图 7.6 显示对对 
i f I <71/2， Wo ( f ) = 0对 ; t /2< 理想低通滤波器积的形象。假如低通滤波 

器不理想，则它会“泄漏”一些到髙通区域 7 t /2<| 保持这种泄漏是重要的， 

特别是当滤波器是级联起来时更是 如此; 它提供式 (7.4.1) 中的“重叠”项且会造成 
高频和低频的混迭，完全的重构是不可能的了。在图 7.6 的理想情况中 ， We (2?) 
在沒在的“隆起部分”在积 m 0 ( f ) m a (2 S ) OTo (4 f ) 中被消除是因为在此 
范围内 = 在 ^0(4?) 的额外“隆起部分”也是如此。结果使 mo (^) mo x 


® 见本章末 ft 10。 
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W Of 





| 叫 (4 S)i 


[巩 Ol m ^{2 I )f 叫 (401 


tc/4 tt/2 3jl/4 


图 7.6 理想的低通滤波器下 

^(4?) 及它们的乘积的图儸 

(2芒)_(4? ) 在 f e [0， tt /8] 时为1，而在托 [Jt/Sd] 时为 o s 在非理想情况下也可 
以得到类似的结果，这时可以利用 m n 在 ？ = 处为零的合理的重数以消除“级 
联” mo (2 幻的最大值。图 7.7 中显示了这个现象，它比较了一个小波滤波器与一 
个非小波完全重构滤波器。在图 7. 7(a) 是 | me (彡） | 对两个正交完全重构滤波器 
的图像 (EP, | | mo (f + 7r )| 2 - 1)，每一个有8个 节拍; 左边的滤波器对 

应丁 6. 4 节中所构造的例子，它有两阶零矩及一个极大零点在$ = 7兀/9。在右边 
的滤波器，因其满足 m c U)#0( 因而 m 0 (0) = l ) 故不是一个小波滤 波器; 它是按 
照通常的方式构造的，有一 个“等 纹波”设计:在这里，选择极零点使得两个纹波的 
波形是与左边的小波滤波器的一个纹波相同，同时保持过渡带在约束范围内尽可 
能地窄。得到的滤波器比小波滤波器要陡峭一些（它的第一个零点在 ^0.76 n 
处而不是小波滤波器的 0.7 如处)。因此看起来更接近于理想滤波器(当然，两者 
都远离了埋想情况，但记住只有8个节拍)。图 7.7(b) 给出了对这两个例子中 | W() 
><(?) ? ^(2$)^ [) (4?) | | 的图像,图7,7(。)故大了图7.7(1 ) )中图形在 Tr/ZSeSn 段 
的曲线很显然，在第二种(非小波)情况高频区的泄漏量比小波情形要多;在 L 2 
意义与幅值意义下都是如此(右边的最高尖峰比左边要髙 3dB) 0 当考虑更大的滤 
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0.5 

0 

0.03 
0.02 
0.01 
0 

7t/2 3it/4 ^ ntl 3^/4 冗 

(c) 

图 7.7 有 8 个节拍及完全重构特性的两个低通滤波器的 3 级联的比较 
00 U 抑 (f)l 的 图像； 的 图嫌； 

( c ) 段的放大。 

波器时，这个效果将更为明显。 ® 



注： 

1. 顺便一提，这里证明了 DaubechiesmSSWP. 983注3中的陈述是不对的，从 Meyer’s 的 
怔明中提取/^的数值时我犯了一个错误 s 

2. 这是 DaubechiesUgSS b) 的附录的本质，然而要注意那个附录中的类型！ 

3. 假如将 f 是一个紧支撑的 L 1 函数的限制去掉，则可能有很多其他解。另一方面，如果 

坚持要求 f 有紧支撑且 FG L 1 ，则对某些 m £ W , 必有= 2 Z ™ +1 ,而且 F 将是方程 (7.2.1) 

i = 0 

的有紧支撑 L 1 解的第 m 阶导数 s 此时方程中的系数 q 应该用 2-\t 代替，不影响= 2 
的普通性 d 证明可见 Daubechies 和 Lagarias(1991 ) 3 

4- 在我们考虑的所有例子中,没有必要选择稍后所构造的特别的算法对任何有整数1 
的 F n 均成立(译 者注: 此地似乎可理解为巧= TTo'h 


0) 见本章末注11。 
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5. 我们不明显地假设 4 是实数，对复数 4,— 切都成立，不过4^)€亡。 

6. 在此特殊情况下，射&陚以范数 HI 1-。-6,/>||1 2 = (1 2 + 6 2 (与五 1 上的标准£^1吐 

范数等价），可以发现 sup uG hT T 0 «|H /IIUIH ^0.728, S up u6t - III 7\ a |||/lil «l|| 〜(h839 所 
以，当 4 = 0,859 时，由式 (7.2.11) 得 l|) v j + 1 (^)- vj (^)\\\ <AMII 冲 (x)IIU 立即可 

导出 

II Hj(.r) li ^ |l !io(j：) I) + I )1 v k (x) _ I )1 

*=] 

^ 'i 外（丄 ） I! + 0 - A) -1 C I I'l »〆■!■■)- ■Clo(x) I [| 

它们是在: r和_ ^ 上的一致界。 

7-下面的讨跑也给出•个直接的证明。设则存在圯 M 使得下列两 
者必有一个成立 

(I - 1 ) 2 - 或（卜 + 

我们只讨论第二种 情况; 第一种是相似的，由式(7.2._17)有 

I jU)~fiy) JU) -- f,U) l + l //,r) -///2-0 I 

+ ! M12-0 - f } (y) \ + \ f,(y)~ f(y) I 
^2C2i+i/)U) - j s {l2->) i + l f } { y ) - 1 

因为 Z 的选择.存在 々eM 使得/ = o：-A 和〆 2 _, = 1 ； 2 -』_ 々都在 [ 0 ,|]上。还可以对〆和 
厂2~选择其二进制展开使得它们开始的 ； 位数字相同(选择 r2~ 的展开的末端均为1 且设/ 
是二 进制的，/的展开末端为0)。它导出 

! JM ) |< [! %(V)- 巧（/'2-0 II 

= ^ ul -T, ul [v 0 (y^) - v^yd'2-nnw 

< C 2 - a! 

式中已经用到了 II 7^..，了 4 1 £1 !1<^： 2 -'用到了砷的界及对所有„，八，仰 （1() _邶 （1 / )£ 
均的关系。类似地也可以确定1/办）1(/2_01的界，综合起来即得出了 
I f{x)~f{y) C'2S C U-y r 
这证明 T 指数为 aHolder 连续性。 

8 ‘这里更正了第一次出版时的一个错误.它在 W =2 时给出了太大的 Pfclder 指数值。我 
感谢 L. Vilfcmoes 和 C.Heil 给■我指出了这个错误。顺便一提，例子；V =2 将是一个范例， gfl 式 
( 7 .2.21)中最好的 A 严格大于 rmx[f)(7ol Ei )， p (r, 、）]，在这种情况下， 

=户(了山',)]=音，且"|[ (0 (了。叶)] 1 〜1._6...>1。 

9. 当然， Beylkin，Cdfman 和 Rokhlin(l"l) 比这里包含的更多！对一大类矩阵均可证明,在 
进行小波正交基变换后，可以把 NXjV 的稠密矩阵压缩至稀疏结构，即只有 0(JV) 个元素大于 
门限 e。 由丢弃所有小于 e 的项目引起的 L 2 误差是 OU), 比这里所阐明的“压缩”程度高得多 
的是由 navid 和伽⑽推出的 T ⑴定现，但其证明必须要用“硬”分析的手段。 
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10. 下面的讨论对双正交情况(见第 8 章)也成立，那时, mo 在和在？ = 时的平坦性 
不必是相 同的; 计算的是在处0的重数。 

11. 在 Cbhen 和 JohnsrondW 〗） 中，滤波器是综合运用“标准”方法和小波方法优化设计 
的。 



第 8 章紧支撑正交小波的对称性 


相比于前面介绍过的非紧支小波基，比如 Meyer 和 Battle - Lemarie 基，迄今所 
见到的紧支正交小波基的例子显然都是非对称的 D 本章将讨论为什么会有这种非 
对称性存在？关于非对称性能做些什么？是否应该做些什么？ 

8.1 紧支撑正交小波基缺乏对称性 


从第5章可知多分辨分析无法惟一确定尺度函数#和小波函数化这点再次 
由下述引理所证实： 

引理 8.1.1 g /„( x ) = /( n )， g „( j :) = g ( n )， nGZ ， 组成 L 2 ( R ) 

上的同一个子空间 E 的标准正交基，则存在一个周期为的函数《(6),且 I I 
:1，使得 

g(?) = «(?)/(?) 

证明： 

1. 由于 /„u) 是空间£的标准正交基， g e I i 2 = 

fi g [| 2 = i ，从而有 5(?) 其中 《(?)= 2«„ e -气 

2 . 如第 5 章所述, /(. ~ n ) 的归一化与2 I /( ? ~ 2 tt » i ) I 2 = (2 ir ) — Ve . 等 

效，同样， 2 I - 2 nm ) I 2 - (251 广 1 ，故 UU ) 卜 1。 ■ 

但是,^们还有如下引理： 

引理 8. 1,2若(《„)„ £2 是一个有限长序列（即除有限多个外，其余均为 
0), 且 | a ( f)l =1,则存在 n ^ Z , a „ = aK , n ^ 

证明： ° 

1. 因为 U (6 I 2 = 1， 所以=心 0s (8.1.1) 

2. 确定〜，〜使得 a'/O 必％,且当”〈〜或/；〉〜时 tt n = 0; 

3. 根据式 (8. 1.1)，=心 2 -„ 1() 。但由 《 i、n 2 的定义，该和式应由 
单项式%组成，所以 ■ 
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将两个引理结合起来，意味着对于给定的多分辨分析，有紧支撑的4与0除 
了一个平移外是惟一的。 

推论 8.1.3 若 /， g 都是紧支集，且 /„ = /(. -”） n (. -«)，《 e 2 为 
同一子空间£上的标准正交基，则存在 ae 0,1 a | 二1及 〜 6 Z , 使得 g (: c )= 

af(x - x n ) 0 

证明： 根据引理 8.1. li ($) = a U )/ U ), a „: _[ cb : g (： f )7 ^^T 由于/、公 
有紧支集，故仅有有限个〜#0,再由引理 8. 1 . 2, a ( f ) = V ,所以 gU ) = tr / 
(nu) c ■ 

特别地，若 iS 和 A 均有紧支集且它们又都是同一个多分辨分析的“标准正交 
化” ® 的尺度函数 a 那么^将是 fS 的一种平移 e 假定再约定= 1 = 
Jdr ^ U ) (见第5章），则常数 a = l 。 这个关于惟一性的结果可以用来证明除 

Haar 基外所有具有紧支集的实的标准正交小波基都是非对称的。 

定理8,1,4假设与某个多分辨分析相联系的尺度函数4和小波0都是实 
的且具有紧支集^若0要么是对称的或反对称的，则0是 Haar 函数， 

证明： 

1. 平移必使得/!„=]"(^(了）必(^：1)=0 nCOjA / O 。 由 于必是 实的， 

故心也是实数。设 IV 是&不为0的最大正整数，即如尹0,而 n > N 时， /!„ = (); 
则 N 是奇数，否则若 JV 为偶数，令 N = 2 n 0 ，代入 TjKK.ii 二句,。，当 h « 0 时 
将产生矛盾。 " 

2. 因为《<0或 《>N 时太 ：0,由引理 6,2.2®， su ppomi =[0， JV] n 再由 

标准定义 (5. 1 .34) 式将有 support 0= [- « 0 , « 0 + 1] ,其中,对称轴位于 
1/2处,故要么 中 4 >、xWA 0(1-工）= 

3. 因此 


^ iA - 工）= 土 2 ~ }/ 2 4 >( 2 ~ j x + 是 + 1) 二土 < p J : -( k + 1 )( x ) 

该式表明空间％在映射 _ r — _工下不变。由子巧=^，所以 空间％ 也是不变的。 

4. 令？ U ) = 4( N -_ r ), 则？ （. _«)生成空间上的正交基(因为映射 
_ ^ 下空间 V G 不变)。= JV (, r)dr = l , sup ? = sup 《，根据推论 8. 1 . 3， 


①见本章末注1。 
© 见本章末注2。 
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有多 = 多。即务 (N ~ JC ) =令(工 )。从而 

h n = - n ) 

=- jc)HN -2 x ^ n ) 

=/2| d ^(^)^(2 jy - N + n ) 

- ^ N -7 l 

5* 另一方而 

表， o = +21 

= XIH +2; + + 饵 +、+2 l 

m fn 

_ ^^j^2m^2m+2l + ^Jt^2n 0 -2fn^2n^-2m-2l 


^ Yj h 2 m fl 2 m +2 


( 8 . 1 . 2 ) 


根据引理 8.1.2, 上式意味着对某一个 OTo 6Z，|«|=2-' 有 A 2 ™ = 5 m ,„^ ; 由于 
/lO#0, 上式也意味着 = 1,0,由式 (8- 1- 2) ， /l N = /to = a ， fl2 m + l - 由 

归一化 SA n -/2 (见第5章)，可得出《 = 1//2 0 
6. 从而有 


或 


以及 

或 


若以=1,对应的将是 Haar 基; 若 N>1,4(.- 幻不是 标准化正交的，这将与定理 
假设 矛盾。 . 

注意： 

1. 不存在对称的或反对称的实的紧支集小波对熟悉子带编码的人来讲并不 
奇怪。 Smith 和 Bamwell (1986) 已注意到对称性和精确重构在子带滤波中互不兼 


" 2 m _ J ^2m + l ~ ^ rlt ' n o 


m(f) = l(l + e" w ) 


( i ( e ) = (2^)-^((1-0-^)/^) 

^) 4 N ； °^ <N 
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容。 定理 8.1.4 惟一附带的结论是 0 的对称性意味着 & 有对称 性。 当然这也是 
指■直观的。 

2. 若去掉 > 是实的条件，即使4有紧支集(见 Lawton . 私人通信， 1990), 对称 
性也有可能存在。 

因而 6. 4节中描述的所有例子的非对称性都是不可避免的。但为什么我们会注 
意这个问题呢？因为对称性是非常诱人的。那么没有对称性是否就一事无成吗？对 
某些应用场合并非如此，比如在 Beylkin ， Cdfman 和 Rokhlin (1991 年)的数值分析应用 
中，非对称小波效果很好，当然在其他应用场合，非对称性确实是一件麻烦事，比如在 
图像编码中，量化误差在图像的边缘更显著，人眼视觉特性对非对称误差比对对称误 
差要敏感。换言之，在同样的感觉误差下更小的非对称性可获得更大的压缩率。因 
而对称滤波器能更容易地处理图像的边缘(见第10幸)。这也是为什么子带编码工 
程技术中要求对称性的一个理由。下一节将讨论如何尽可能降低归一化正交小波的 
非对称性，或者，若放弃归一化正交性的要求，怎样恢复对称性 c 

8.1.1 近似线性相位 


在工程上对称滤波器常称为线性相位滤波器。如果一个滤波器是非对称的， 
它与对称性的区別是通过判断其相位与一个线性函数的差别来衡量的。准确地 
讲，一个具有滤波系数〜的滤波器，如果函数 a ( f ) = !^^ ? 的相位是 f 的线 

性函数，即 £1 (?)- 6 -，“（？）|,对某一个/62，称其为线性相位滤波器 1； 该式表 
明 关于 i 是对称的，= a2i -„ o 据此定义， Haar 滤波器»1 0 ( ?) - (1 + e _if ) /2 
不是线性相位滤波器，尽管其滤波器系数是对称的。主要原因在于心細 1 '是关于 
对 称的; 而 

\ e-'^ [ m 0 (f) I 0<6 <兀 

^o(f) = 1 / 

L—i m^) I 

的相位在 f = tc 处不连续，此地 I 1 =0。如果将线性相位的定义推广到包括 a ( f ) 的 
相位是具有常_率的分段线性函数，仅在 UQ )| = 0时是不连续的滤波器时，像 
Haar 滤波器这种具有同样对称性的滤波器也包括在线性相位滤波器中。为了制作 
一^卜“接近于” 称性的滤波器，基本思想是编造其相位使滤波器几乎是线性的。接 
下来应用此想法讨进;/，一的“标准”构造方法。正如 6. 4节所述^有 
l ^ o ( f ) I 2 = ( cosf /2) 2 %( sin 2 f /2) 

系数也 通过取&的谱因子的平方根求出。通常由 L ( = _ P N UA /2) ，并将 
乙（之)表成( 5 ：- 5； ,)( 2 -5)( 2 -( 1 )( 2； -々- 1 )或（之-~)0-~-』）的乘积形式。 
这里分别为 LU ) 的复根和实根^对每组的四个复根选择一对对" 
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每对的两个实根选择一个 n 作归一化处理，有 

Nmoie) = Z; )(e- lf -^)IT(e- if - r,) 

的相位可根据每一项的相位计算出来。由于 

( e * if - Rie ~^)( e ~^ - - e _! f ( e’ f _ 2 Ricosai + i ? V f ) 


及 


( e- !f - n ) = e -^( e- M - r 严) 


相应的相位表达式分别为 


= arctan|^YT,r 


( J ?; - /) sin ^ 
i? ； )oos? - 2i?;COSC/ 


和 


h (^) = arctan ( :: | tan 音 ) 

正如 Haar 基那样，选择 arctan 的值使得九在 [0,2 ir ] 内连续且士(0) = 0,由于 
消除了可能存在的不连续性，因此所求得的相位可能不是真实的相位值。为了观 
察相位的线性情况，作这种处理是很必要的。然而,更愿意仅提取瓦的非线性部 
分; 故定义 


在 6.4 节构造 M 时，选择2^的绝对值均小于1，这就是所谓的“极值相位”选择， 
这将导致总的相位^办 （0 具有很强的非线性性(见图 8. lh 为了获 
得辱可能接近线性相位的必须从四个或二个根中选择零值以保持 K ?) 尽 
可能接近于零。事实上，有 2 [ N = ] 种选择方案。对每种选择，由于其互补选择（即 


选择其余部分为零)将导出的复共轭(直到一个相位平移之差)。它对应于必 
的镜像，因此实际选择总数可减少一半对于 iV 二2或 W = 仅有一对心及办； 
对 iV >4, 为得到更接近线性相位的滤波器，^将有2[〃心- 1 种不同图形的选择^ 
若 R ! 接近于1，屮接近于0或 7 T , 用 Zr 1 、 万- 1 代替&及瓦效果会更好，图 8. 1分 
别画出了〜= 4、6、8、10时^(?)的图形。每幅图均有两条曲线，它们分别是 6.4 
节中的原始结构及此地的最平坦的办。,的图形。值得指出的是，在各种情况下原 
始构造都对应于仏《的最不平坦形状，它们所对应的0的有最大的不对称性。图 
6.4 中所画的为 JV = 4、6、8、10 时具有最小不对称的 > 和0的图形，它们对应的 
有最平坦的 形状 ; iV = 4 〜 10时的滤波器系数列于表 6. 3。 



244 



圉 8.1 N = 4,6,8,10时，叫⑺的相位的非线性部分^的图形，它们分别对应 
于级值相位选择(最大振幅曲线7与“最接近线性相位”选择(最平坦曲线） 

注意： 

1. 本节讨论中，和| L I 2 仅限于式 (6.1.10) 和式 (6.1.12) 式给出的情形。 
这意味着当0有 N 阶零矩及 f 的支集宽度为 2 JV - 1 时（这是 N 阶零矩时的最小 
宽度），图 6.4 的多可能是最小不对称的。若#有更大的支集宽度,那么它可能有 
更好的对称性 Q 这种倩形点时应于式 (6.1.11) 中式中选择例如下节中的 
函教多 就有比围 6.4 更好的对称性，但其支集宽度更大 c 

2. 如果在第5章的标准多分辨分析基础上超出一点，可以获得更好的对称 
性。定义函教如下： 

fU ): ^ UkJ 2 (2 x - n ) 

彡 2 (工 )= - n ) 

< pHx ) = ^ 2 (- l ) n h .„ + l i > 2 (2 x - n ) 

用与第 5 章相同的运算可知函教政」 U ) = 2 _ W ( 2 - 2 士 - 々）， ^ + 1 Jx ) = 
:二^ ^，々 GZ ),^^( R ) 上的规范正交基。利用递推公式 

冲) =(音 )= IT [ o (2^~^) m 0 (2^- 2 $)], 

可以预计的相位比 > U )= 7 W 0 (2-々> 更接近线性相位，同时注意到 

/=1 
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户 （？）：#(-?) ，# 2 (?)=心（6, 因而多 2 U ) = f 图 
8.2 画出了 N = 2 时由 A „ 旋得的卢、#曲线。其中 = 

对表 6.3 中给出的“最小不对称”的 心, 做这样处理对分略有 
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好处，袒对0似乎意义不大。 



图 8.2 对 6. 4节中的4-孔 (4 - tap ) 小波滤波器施加“交换策略”后得 
到的尺度函数 V 与小波函数/的图形 


8.2 Coiflets 

在 7.4 节已经提到0有髙零矩数的优点，这可获得较高的压缩率。这是因为 
对光滑函数其细尺度的小波系数必须为零， | Hx ) Ax ^\ a 但由于 </, U 没有 
此结果，若 J " Wx ) 妊= 1 〜 L , 运用 Taylor 展开可以得出对大的 J , 有〈/， 
多_ / ,0 = 2^ 2 /(2^々）的结论。若/光滑其误差是可以忽略不计的。这意味着有 
一种非常简单的求积方法存在，即可以从/的采样值获得细尺度的系数</， 
基于这个道理，1989年春， R . coifman 提出构造对 ji 和0均具有消失矩的 
正交小 波基吒 本节将简要介绍如何实现这一目标，细节请见 Daubechies { 1990) 0 


①见本章末注4。 
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由于此项工作首先由 R.Coifman 提出（为的是将它们应用于 Beylkin, Coif_ 及 
Rokhlin 的算法中），故将这种小波命名为 “Coiflets\ 

寻找彡，0的目标是使得 

\ dxx l 4>{ x ) = 0 / - 0,1, -,L - 1 (8.2.1) 

及 

jdWU) = \^Axx l j>(x) = 0,/ = 0,1, ••■.L - 1 (8.2.2) 

其中 L 称为 Coiflet 的阶。我们已经知道与式 (8.2.1) 等价的7^为 

^ o (?) - (0 + e - ! f )^) L L ( f ) (8.2.3) 

那么式 (8.2.2) 对应于什 么呢？ 它等价于满足_八？\ =() = 0，/ = 1，..，,1~1。检 
验 t(0)=f ) 的叫值 ，由于 = 夂$々>，故有 

= 音 h ⑽ + + m 0 U /2) 八 ㈤ 

因此 

^(0) = YTO / o (0)(27 r ) ul/2 + y ^(0) 

或者 


m r 0 (0) = (2 n ) m f (0) 

结果 Jd ：^ U ) =0 等价于 m 、(0) = 0。类似地式(8.2.2)等价于^/(6^=0, 
/ = 1，…丄-1，或者 

^o(f) = 1 + (8,2.4) 

其中， 1(?) 是一个三角多项式。除式 (8.2. 3)、式 (8.2.4) 外，； m d 仍然满足 | mo 
(f)P+ U 0 (f+ tt )| 2 = 1 0 设为偶数(若 L 为奇数时的分析也不太困 
难)，则式 (8.2. 3)、式 (8. 2, 4) 意味着必须找到两个三角多项式 Plt p 2 使得 

( cos 2 音) JVf ) = 1 + ( sin 2 | ■广 P 2 ( f ) (8.2.5) 

(因为广 = e . ■■班 ( W 音广， ( l - e -”2 K = e -股卜七音) 2 、。 由于式 

(8.2.5)正是6.1节中的86 20 加方程，因此我们已经知道尸卜巧的—般表达式。 
特别地,込可写成 

Pi(?) = ⑷ 

其中 /U) 为一个任意三角多项式，其 Taylor 展开式使得 m 0 U)^((l + ^^)/ 
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2) 2 K Px ( G 满足 ! 咐⑻ 1 2 + I + ； t ) I 2 = 1。在 Da U bechies ( 1990 b ) 的著作中用 

⑽ = 将诙 Taybr 简化为求 K 个未知数的 K 个二次方程的解。当 K 

较 大时,有解 ,并算出了 K = l t 〜 T 5 时的 数值解 ，图 8.3 画出了所得的 
的 图形;对应的系数列于表 8.1 中。由图可见比 6.4 节的^，以有更好的对 





图 8.3 对于 L = 2, 4 ,6,8,10 的 Cdfletssfr 及其对应的二 
尺度函数 t 所用情形中4与0的支集宽度均为 3 L -：! 







的 Coiflets 的系数 。 （表列系数是已经规范化了的，其和为 I ，‘ 


h„/-/2 

1 n 

1 

-0.051429728471 

6 

-0.006369601011 

0,238929728471 

7 

-0.001820458916 

0^02659456942 

0.272140543058 

8 

K = 3 

9 

0.000790205101 

0.000329665174 

-0.051429972847 

10 

-0.000050192775 

-0,011070271529 

11 

-0,000024465734 

0.011587596739 

-8 

0.000630961046 

0,029320137980 

0.047639590310 

-7 

-6 

-0,001152224852 

0,005194524026 

0」273021046535 

'5 

0,011362459244 

0.574682393857 

-4 

0」 018867235378 

0,2548671936% 


-0,057464234429 

0.054085607092 

0.042026480461 

-2 

-0.039652648517 

-1 

0.293667390895 

0,016744410163 

0 

0,553126452562 

0. 003967883613 

0.001289203356 

1 

0.307157326198 

2 

-0,047112738865 

0.000509505399 

3 

-0.068038127051 

0.002682418671 

4 

0,027813640513 

0.005503126709 

5 

0.01773583743S 

0,016583560479 

6 

-0.010756318517 

0,046507764479 

0.043220763560 

7 

-0,004001012886 

8 

0.002652665946 

0.3S6503335274 

9 

0.000895594529 

0.561285256870 

10 

-0.000416500571 

0.302933571773 

11 

-0,000183S29769 

D.050770L40755 

12 

0.000044080354 

).058196250762 

.024434094321 

13 

14 

0.000022083S57 

-0,000002304942 






称性，甚至比 8.2 节中的 ( S ， 0还要好。当然这样处理也付出了代价 :具有 2 K 阶 
消失矩的 Coiflets 型小波的支集宽度为 6 K -1, 仅有 4 K - 1。 

注意： /(« = 不具有惟一性，但计算较 容易。 对于较小的 K 值 

n =0 

(如 K = 1 ， 2, 3 ) , Daubechies 给出了 / U ) 不同的表达式，结果表明最平潸的 Coiflet 
(至少对于 K 值较小的情况）并非对称性 最好； 比如 K = l , 存在一个（非常不对称 
的) Coiflet 具有 Holder 指数1.191814,而田 8.3 中的二阶 Cbiflet 也不是 C ' 的，二 
者的支集宽度均为5 。 K = 2,3 时也有类似的正则性结论。关于图、系教及更详细 
的材料请见 Daubechies ( 1990 b ) 著作。 口 

8.3 对称双正交小波基 

众所周知,在子带滤波中，若用同样的 FIR 滤波器做分解和重构，对称性与精 
确重构是互不相容的。若放弃精确重构的要求，对称性可能满足。这意味着可用 
图 8. 4 代替图 5.11 的框图 6 这样处理自然又产生了几个问 题:就 多分辨分析而 
言，图 8.4 意味着什么？ d 和 七表示 什么？（在第 5 章中汐和 V 表示正交投影的 
系数)。是否存在有关的小波基？与以前介绍过的小波构造有何不同？这些问題 
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的答 案是: 若滤波器满足一定技术条件,这一格式该方案对应于两个对偶小波基与 
两个不同的多分辨 阶梯。 本节将就此给出证明并给出几个例子。本节的结论除基 
于 Cohen 和 Daubechies (1992) 改进理讼外，其余部分均由 Cohen 、 Daubechies 和 
Fea u veaua 992) 完成。许多例子也来源于 Vetterli 和 Herley (1990) 的著作。后者 
基于滤波器设计的观点提出了一种处理办法。 



8.3.1 精确重建 

由于现在用四个滤波器代替原来的两个滤波器，故需重写式 (5. 6. 5) 及式 (5. 
6.6) 为 

Ci = ^ fi K -2„ C° K d \ = 

K K 

及 

+ gi ~2^i ] 

采用 5.6 节引用的 Z 记号可将上 i 写为 

c 0 U ) =~^[ h ( z ) h ( z ) + g ( z ) g ( z )] c °( z ) 

+ ~^[ h { z ) h {- z ) + g { z ) g (- z )] c ° (- z ) 

从 rtd 我们要求 

h ( z ) h ( z ) + g ( z ) g ( z ) = 2 (8.3.1) 

h ( z ) k (- z ) + g ( z ) g (~ 2：)=0 (8.3.2) 

因为滤波器都是 FIR 的，故可假定 h ,~ g , h , g 是多项式(为简单起见，我们所用的 

术语“多项式”是一种泛意的，而允许有负指数幂^换言之，也称为一种 

n ;- N i 

多项式夂从式 (8.3.1) 可知 A 与^没有公共零点，式 (&3.2) 则意味着有某一多 
项式 AU ) 使得 

gU ) = h (- z ) piz ), h ( z ) = - g (- z ) p ( z ) (8.3.3) 

将它们代人式 (8.3.1) 可得 
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p { z )[ h {~ z ) g { z ) - h ( z ) g (- z )} =2 

能除尽常数的多项式只能是单项式。故 

piz ) = az ^ 

其中《€0，反£2，式(8.3.3)变成为 

g ( z ) = etZ ^ h (- z ) , g ( z ) = - a _5 (~ 1 ) k 2 k h (- z ) ( 8 . 3 . 4 ) 
a , k 可任意选择。我们仅取《 = 1,々=1，可以使方程(8.3.4)对&和士对称的。 
将它们代人式 (8.3.1) 有 

h ( z ) K { z ) + h {- z ) K (~ z ) = 2 (8.3.5) 

用滤波器系数表示迭一切，即为 

= s k，a (8.3,6) 

a = ( - ir +] h . n+] gn = (- l ) n +1 A （8.3.7) 
以上我们假定所有的系数都是实的，显然，这些方程是方程 (5. 1 .39) 与方程 (5.1. 
34)的推广。 

8.3.2 尺度函数和小波 

因为有两对滤波器,因此相应的也有两对尺度函数与小波彡，0及？，0它们由 
下式分别定义 

H$) = wo(f/2) Me/2) t(^) = m^/1) ke/2) (8.3.8) 

^($) = m^f/2) H^/2) = m x {^a) km) (8.3.9) 

其中 m 0 (f) 饥 1(f) 

式 (8.3.7) 知 

= e' w *ffl u ($ + ir) mi(?) = e' ,f 7« 0 (f + 兀） (8.3.10) 
由第 3 章知道为了生^ Riesz 小波基 j 和 > 必须满足条件>(0) = 0= 在 (0) ,因此 
也必有叫(0) = 0=&(0)。用多项式表示，它等价于条件 A (- l ) = 

0 = M - l ) o 将它们代人到式(8.3.5)得到/ 1 (1从（1)=2或（1>„)(乏>„) =2。 
该式意味着我们能够对 A 和 A 进行归一化处理，使得乏>„ =乃=，从而 
扣仰卜卜^⑻ 。并且可以通过定义函数 " " 

He ) = m 0 ( 2 ~^) 

J=1 

HO - (24 _1/2 lt ^ u (2-^) 

J = 1 
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以求解方程 (8.3. 8) 6 用第6章相同的讨论可知上述无穷乘积在紧集合上一致收 
敛，而且0和？具有紧支集，其支集宽度由滤波器长度决定。作为4与$的线性组 
合，小波函数0与》也具有紧支集。但是，这一点还不能作为保证办 
(2 -々)和= 2 — 幻是对 偶小波基的充分条件 D 事实上，即使在 

正交情况(重建滤波器等于分解滤波器)下，0也有可能无法生成一个标准正交基 
(见 6.2 节， 6. 3节)。对此非正交情形自然更应格外小心。下面，简短介绍一下保 
证生成对偶小波基(在一定限制之下)的不同步骤 D 

首先，若4及？ 6 L ( R ) (这一点也需证明，见下面），则可按如下方式定义有界 
算于7； 

〈 T /， g ) = T l (fJ j ,kXh,i,s') 

其中 1 

七）：- k ), ^ j>k = 2~ i / z U 2 ~ } x - k ) 

亦为通常之定 义®。 定义式 (8.3. 8> 与式 (8.3.9) 的一个推论是 
Ud = SWiu ， 

* k 

中\'九(工 、： 及 1,“ 尤） = S 心 -2 入 * 

结合 8 .1 节中提出的滤波器系数的性质，上式意味着(代1其中很易验证） 
T^<fJo r k)(^o,k,g> - S[ 〈 / ， U<& n ， g> + {f ， UU' 

对其他的7值运用同样的策略， i 将所有的恒等式合并后得 

j ^ 

S - ( Tjf . g ) 

}=-} i 

- - H(f ， 9Lk)(h,k'g) 
恰如第 5 章的对式 (5.3.9)、 式 (5. 3.13) 中相同的讨饱，当} — oo , ( T ) f , g )— Q ， 
因此有 


jimS = { f ， g ) 

或者在较弱的意义上 有卜」 1 


(8.3. tl ) 


J=-J I 

上式不足以 保证办 山在构成对偶 Riesz 基。因为办, ; 或^ 可能不构成框架，在 
此情况下，式 (8,3.11) 的收敛性关键取决于求和的次数 D 为了避免这个问题，要求 


①见本章末注5„ 
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I I 2 和习丨 I 2 

对所有 /6 L 2 ( B ) 收敛 1 或者等价地 

2 I l 2 <A||/!lM ： [ (f：^, k ) l 2 <A ||/|| 2 (8.3.12) 

lyk 

若该上界存在，根据式 (8.3.11 >有® 

2J I (/ i^a- 1 [[/iiM ： i i 2 >a-' \\f\\ 2 

J，* j,k 

如此自然就框架了。而且即使仅是(冗余的)对偶框架而不是对偶 Riesz 
基的情况下，通过要求 

H) (8.3.13) 

这种冗余可以被消除 D 恰如标准正交情形下(见 6.2 节)。上式等价于 

(h.k^o.k) = S k!i - (8.3.14) 

如果式 (8.3. 12)、式 (8.3.14) 满足(我们简要回顾这点），那么实际上有两个多分辨 
分析塔 

… v 2 C h C Vo C V-i (= v_ 2 C … 

且 V 0 = spatiiUGZ| ， Vo^spanlt.^GZl ，空间 W j = spanj , W, 

= 柳分别是%, & 在％ Rl 中的补空间。但它们不是正交补， 

， W ; 或％，巧.之间的夹角 © 典型值小于90°，这就是为何在此情况下要证明式 
(8.3‘ 12) 成立的原因，而在正交情况下，式( 8 .3. 12 )是自然成立的。分析此问题的 
另法如下，由于其非正交性，有 

«石[| 〈 M , 山 2 + i {f^ uk ) i 2 ] 

丨 〈 M ] ，山 2 

k 

^^2[I i 2 + 1 i 2 ] 

其中 £ »<1，月>1(正交情况下等式成立且《4=1)。与正交情况不同的是，无法 
套选这些不等式以证明构成 Riesz 基: 套迭将导致常数放大 。 为此须采用其他 
措施。 注意到式 (8.3.13) 蕴含着％丄%丄V}，两个多分辨分析阶梯连起来 
就像-个巨翊_，_可用魏于£丨 <f，^> I 的銳式表述。 


① 见本聿末注(5。， 

② 见本章末注7。 
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现在回到式 (8. 3. 12) 和式 （8. 3. 14),6. 4节已在较简单的正交情况下对式 
(S.3.14) 作过处理。此地也将用与那里相 间的方 法，今定义算 子心作 用于以 
为周期的函数上 

( n /)( f ) 二 | m a (^/ 2 ) \ 2 ne / 2 )+] mo ( f/2 + ) 2 /(芒々 + 兀） 

类似地定义第二个算子匕，借助于/的傅里叶系数 ,P Q 的作用可表示为 
( Pof)k - 

I T7I 

多数时候我们感兴趣于 Po 的不变三角多项式形式。这意味着可以将注意力集中 
子其傅里叶系数满足条件:当/ > N 2 - ^= 0的/所形成的 2 ( N 2 - ① ） + 1维 
子空间(此地假定当 n < N x 或时/^^(^，在其上/^可以表示成一个矩 
阵。 定理 6.3.1 和与定理 6.3. 4有下面类似的表述。 

定理 8.3.1 下列三个论断等价： 

1. = ^ 

2. 存在严格正_三角多项式 / G , 冗，对 p 0 不变且存在一个紧集 K,mod2 兀与 
[U] 同余，使得 

^1^ 0 (2- ? )|>0, o inf e J^ 0 (2-e )|>0 

3 - 存在严格正三角多项式 / Q J。 对 P 0 ,P 0 不变,而且它们是仅有的对 P a 匕 
不变的多项式(在规范意义下)。 

定理的证明完全类似于第6章的证明。只是更复杂些。在 6. 3节中，函数 
Zo'To 是常数。而此地， i 0 (f) = S 丨 He + 2nl) \ 2 ： m) - E f 心？十2冗/) I 2 。 

至于如何用 6. 3节的方法证明这里的结论,详述见 Coh en ,Da U bl C h ies 和 Feauvean 
(1992) 的著作。 

条件 ^(8.3.14) 相当于检验两个矩阵具有非退化的特征值1以及其对应的特 
征向量的元素都是严格的正三角多项式。（注意，若三角多项式取负值，那么多在 
L 2 (鹁)，这种情况对某些精确重构的滤波器四元组可能发生。）条件式 (8,3.12) 是 
在正交情形未曾遇到过的情况。可以证明当定理 8.3.1 中的三个条件的任何一个 
成立时，该条件即被满足。对这个令人惊奇的事实的证明分以下几步完成 ®: 

• 首先指出，若 P 0 的特征值 A 存在且 | 将与必的平方可积性相 

矛盾，由定理 8.3.1 可知，若特征值丨是非退化的且对应的特征向量对应于严格正 
三角多项式，则巧的所有其余特征值严格小于1，这一步的证明使用引理 7.1.10 D 
•因为 w 0 U ) =0 = m 0 U ), 故 M 0 ( jt ：) = j m 0 ( n -) j 2 = 0= 1 m 0 ( ir ) | 2 = M ( jt ), 


①见木聿末注8。 
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由第 7 章可知，这意昧着&的矩阵的行元总和都是1，因而元素为1的行向量(有 
相应的维数)是具有特征值1的心的一个左特征向量。基于第一点，心 l Ei 的谱 
半径^严格小于1,其中 A = \ f , Zf n = ou 在&中，用 /(?) = 1-cose 可以 

证明„ 4(6 1 2 心<0：( <1 ^广(这个估计与定理7.1.12证明中估计 

J 2 ir^l ^ l <2 7 E \ L } 

类似)。 

.由 Hoder 不等式可知，对于充分小 S 有的 HO t 2<1 -^< 
用读条件可以证明“离散”形式的不等式2 I sKf + Jtm) \ 2 ( i ~^< c <- o%m 
有的及充分小的 Y 成立。因为 mi 有 i j 也有类似的界 

L' i + \ 2{l - n < oo (8.3.15) 

• 另一方面，还能证明 

I H 2 } $) l 2 ^ < °° (8.3.16) 

由于6是整函数且0(0)=0,对于充分小的 |$U 如因而对于| ? |< 
S I 1 23 是一致有界的，而且只需考虑式 (8.3.16) 中分0的情况。但 

是 


sup 


\H0\ 2 < \ I 0(?) i 2 


<2 j df I I >( f ) I I 羞 I 0( f ) I 

2^_1芒々 + 、 


< c [ J " dpskr ) iH # u ) i 2 如] 1/2 

由于 0 具有紧支集且在 l 2 ( k ) 中，故第二项因于是有限的，第一个因于如上所述 
当 UI<1 时，有界 CV 。 这就证明了式 (8. 3.16), 它也等价于 


溫 » 机 m F < - 

• 最后，结合 fission 求和公式与 Cauchy- Schwarz 不等式可得 

I ； i (f 如) i 2 I / ⑻ i 2 1 4>( n ) i^aeS ( ^(2^ H - 2 nm ) | 2 (卜’） 
因而由式 (8.3.15)， 式 (8.3.16) 有习 I ( f ，4 i J > k ) ll / li 2 。 关于该间题的 
详述参见 Cohen 和 Daubechiesf 1992) 的著作。为了保证能得到两个对偶 Riesz 小 
波基，必须检验1是否是 P 0l P 0 的非退化特征值及对应的三角多项式是严格正 
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的 0 

8.3.3 正则性与消失矩 

假如也构成对偶基(因为假设滤波器是 FIR , 故它们是紧支的），那 
么能应用定理 5. 5. 1将一个函数的消失矩与另一个函数的正则性联系起 来:若 

爹 G C ™, 则自动地有 Ja -^( x)dx = (M = m ①，等效于 | f = 0 = 0, / =0, 
m c 由于式 (8.3.9) 及在 (0) = 1 有》…，撕。根据式 (8.3. 

10), 这蕴涵能被 [(l + e 〃 f ) 乃] m 整除。为了能产生正则小波 七 需要构造滤 
波器对 m 0 , m 0 且 ra 0 (芒)在 f = Jt 处具有多重零点。 

注意，正如下面的例子将要描述的那样,0和》具有不同的正则性这点是无法 
避免的。若》比0正则性髙将比》有更多的消失矩，那么 

/- = (8.3.17) 

/，* 

mf，H (8.3.18) 

J -* 

上述两个等式均合理，但有不同的解释 ( Tchamitchiaii ,1987)。 事实上，式 (8. 3. 
17) 比 (8. 3.18) 更 有用: 一方面，在/相当关滑的区域，^大数目的消失矩会导致 
更多的“压缩”(见7,4节）;另一方面，“基本单元也更为光滑„在 Amonini 等 
人 (1990) 的实验中实现了一种典型的双正交小波。同样的滤波器对使用两次，第 
二次将分解和重构滤波器交换。量化后的结果显示式 (8.3.17) 比式 (8.3.18) 好得 
多。正如 7.4 节所述，无法明确解释是0的髙消失矩还是> 的正则性，谁是更重 
要的因素。也许二者同等重要 B 

8.3.4 对称性 

双正交基与标准正交基相比的优点是和 Go 都能是对称的。若对应于 
饥0 的滤波器具有奇数个孔，且是对称的，即 = Wo 可写成 

m 0 (f) = e _2 Kcosf) (8.3.19} 

其中是一个多项式，&⑷可选择相同的形式 

m 0 (f) = e _2rt ^ 0 (cosf) (8.3.20) 

其中心是一个满足下列方程的多项式 

Po (^) Po ( x ) + Po (- 石 0( - I ) = 1 (8.3.21) 


© 见本章末注1 
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m 0 ( f ) m 0 ( f ) + m 0 U + jt ) + jt ) = 1 (8.3.22) 

上式与式 ( S . 3.5) 相同，式 (8.3.21) 中的多项式 仅当如卜)与如（ 1) 没有共 
同零点时才能 找到; 事实上，一旦条件成立，由 Bezout 定理，其解是一定存在的 
(见 6.1 节) c 这也意味着双正交基比标准正交基更容易构造。一且仇固定，求解 
满足式 (8.3.21) 的^的过程仅需求解一个线性方程，而不是像 6.1 节那样需要求 
解谱因子。 

如果对应于的滤波器具有偶数个孔，且是对称的（比如 haar 滤波器），那么 
» i 0 满足 (- f ) = e w +; f w 0 ( f ); 于是 

狗⑻= e-^-'^cos | p 0 ( cosf ) (8.3.23) 

也可以选择同样形式的 G 0 ( f ) 

一⑺ = e 音时 cos 音石 0 (_) (8.3.24) 

相应于式 (8.3.22) 的方程为 

cos 2 音九(03^ ) ^ o ( cosf ) + sin 2 如 0 ( - cosf ) P 0 (~ cosf ) = ] 

从而 pt ) 是 Bezont 问題 

Pa ( ^ ) 士 o ( 工）+ pH ~ Pq ( - - 1 

的解，其中 pi ( x ) = ^ 

例: 本节介绍的全部例子均有对称性和一定的正则性，因而 OTc 和的三角 
多项式均具有式 (8. 3. 19)、式 (8.3.20) 或式 (8.3. 23)、式 (8.3.24) 的形式 。且如 
( cose ) 及都能被某个； >0所对应的 （ l + e _， f ) ; 整除。由于多项式均以 
co ^ 为变量,/必然是偶 函数 ; （l + e -^ = 4 e - ifcos 2| = 2e -<( 1 + cogif )。 因此， 
如果 m 0 l m 0 有偶数个孔(已假定 A =0,即心，之对0对称)时，将有 
(cos 音) q - o ( cosf ) 

的 形式; 或者，当它们有奇数个孔(再次取对应的〜-„=^,1 =心）时， 
取 

t \2； + 1 

e_，f ( cos '!) 

的形式。在这两个情形下，当代人式 (8.3.22) 时可得 



258 


qo ( cos ^) g 0 ( cosf ) 


Qo(- 


s 芒） qo (~ cos ?)= 


(8.3.25) 


对于第一种情况 L = / + A 第二种 情况 L = / + ! + l 。 令 

$ 0 ( cos ^) 6 u ( cos |) = p | sin 2 y J 

式 (8.3.25) 可化为 


0 - x ) L P ( x ) + j^Pil - x ) (8.3.26) 

上述方程在 6.1 节中已见过，其解为 

d [_ L-J + m ] 

P(^) - I； \x m + ^R(\-2x) 

^i=o l m J 


其中及为一个奇多项式(见命题 6. 1 .2) ，根据尺的不同形式及 P 分解的不同因子 
如和刊可得到三个不同的例子 0 

样条例子取 ，及兰 0, g 0 El ， 则 m 0 ( ?) = ( cos ?/2) ,v , N = 2 / 或者 m 0 ( f )= 

e-'^(c« ； ^) N ,N = 2/ + U 因而？是一个中心分别为 0 和 I 的卢一样条。在第 
一种情况， JV = 2“ 有 


一卜 (cos 音 ) U + 

在第二种情况, iV = 2/ + l 

叫⑴ 叫 cos 音 

两种情况下均可任意选择/，目的都是要 保证巧 的特征值1是非退化的，相应的 
特征向量对应于严格正的三角多项式(见 8.4. 2节）。结果可得到一族双正交基， 
其中》是一个紧支样条 函数。 对于这种样条函数的每个预先规定的阶数(即固定 
0,1 有无穷多种选择以适应具有不同支集宽的0及有不同零矩数目的> 的需要。 

注意0仅完全由 JV 确定，而则取决于 N 与;^二者之值。图8.5~图8.7分 
别画出了 的最初几个取值对应 j # U 4> 的图形(图 8. 5对 

应于 JV = 1, 图 8.6 对应于士= 2,图8.7对应于义= 3)。表 8. 2给出了对应的滤波 
器，在所有这些情况下,8. 4 .2节中的条件均满足。观察图 8. 5 〜图 8.7 可知:随着 

N 增大 (； V 固定) 的形状不变眉 R ^， n 中 的“褶皱”则逐渐消失。 


，: 1+ 1 «r 
/+ ： + lHir 









算法仍然收敛的 --- 个 1 
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函数和1：^是 T c hami t chian(〗987) 首先构造的两个具有不同正则性的对 

偶小波基例子。它们构成了第一个非标准正交的族(其中力=1 = N 时就是 Haar 
基) Q 与标准正交相同，用这些例子可以使0和0达到任意高的正则性。作为样 

条函数,是分段的1次多项式且在节点处是的正则性可以 

用第7章的方法加以估计。人们逐渐发现，対于较大的力，当 N>4.165 心+ 
5.165(« + 1)时，有^#6<7\这些样条例子有几个值得注意的特点，其一，所 
有的滤波器系数均为二进有理数，由于计算机能很快实现除2运算，所以它们非常 
适用于快速运算;其二，函数是1的显函形式，这是与前面见到过的紧支 
撑标准正交小波不同的。它们有一个 缺点： 与是不等长的，如表 8. 2所示。 
这使得4与？有不同的支集宽度，因为它们是由 m 0 与两者共同确定的，然 
而0与》则有相 g 的支集宽度，这一宽度由与的滤波器长度的平均值减 
1而得出 n 与的滤波器长度不同，在某些应用，如图像处理中是会遇到麻 
烦的。 

滤波器长度相差较小的例子如们仍取尺=0,那么只要适当选取 
的因子 90(00^) 和 “(cos?) 可能获得滤波器长度最接近的 w 。与‘，对于固定的 
/ +〗，存在着有限多项因子数目，找寻它们的方式之一是再一次进行谱因子分解： 
先定出的所有零点(实零点与共轭复零点）,使得我们可以将这个多项式写成出 
实的一次与二次多项式之积 

P 、 工 、 = A]] (x - 易 )11( 工 2 - IR^iX + ( z,- I 2 ) 

这些因子的重组可得出 仙'与^ 的各种 kr 1 能性。表 8.3 给出 r / + ^ = 4与5时这 
种类型的三个例子的和 Go 的系数(注意:/ + / =4是保证 9a 与心两者均为 

表 8. 3 

经由样条变化所产生的三种 情彤的 滤波器系数,这些滤波器均 对应于 / + 〗 = 4 或 5 且具有 


相似长度。对每个滤波器，也给出了因子《*( 1 ?/1)的数目（表示为~，力），正如表8.2那样,对 
这些元素乘以乃即可得出滤波器系数 A n 和《„ 


NN 

n 

在叫中 e -w 的系数 

在^，中^ w 的系数 

二4 

0 

0.557543526229 

0.602949018236 

N = 4 

1,-1 

0. 2^563588 J 557 

0.26686411^43 


2,-2 

-0.028771763114 

-0.078223266529 


3，_3 

-0. 045635831557 

-0.016864U8443 

- —- 

4,-4 

0 

0.02674^757411 




实函数的非平凡因子分解的最小可能值) ^ 对/十/二 4, 因子分解是惟一的，而对/ 
+ ^=5,因子分解有两种可能性。对两个情形，都已经选择了 /与〗使^^与；^ 
的长度差尽可能小。其对应小波和尺度函数表示在图 8 . 8和图 8.9 中，所有这些 
情况都满足 8.4.2 节中的条件。 



图 8 .8对应于表 S . 3中 /V = 4= W 的两个情形下的函数及的图形 
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-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4 

( b ) 


图& 9 对应于表 8.3 中^ = 5=/^的两个情形下的函数卢 J 及的图形 

8.3.5 最接近标准正交基的双正交基 

这一族例子中的第一个是由 M . Barlaud 提供的，该研究小组在视觉分析中为 
图像编码就6节 A 和6节 B 中的滤波器进行了实验(见 Antonini 等（1990))。由 
于 Laplace 金字塔格式 ( Burt 和 Adelson 1983) 的盛行。 Barlaud 曾怀疑用于 Upla - 
cian 金字塔滤波器作为 mo 或 Go 的对偶小波系统是否能被构造。这些滤波器的 
显式表迖 式为： 
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- ae -^ + 0.25 e _!f + (0.5 +2 a ) + 0.25 e ,f - ae 2,? (8.3.27) 

对于 a = - g , 上式将退化为前面在“样条例子”中介绍过的滤波器。在视觉 
应用中，通常情况下取 a =0.05: 虽然对应的？比 4 ?有较小的正则性，但从视觉认 
识的角度看，所得的结果似乎更好一些。根据&如1«1的建议，在式(8.3.27)中选 
择 tz =0.05,或者 

mo (芒 ）= 0.6 十 0.5cos^ ■- 0. lcos2f 

= (cosf/2 ) 2 |l + ^"sin 2 ^ J (8.3.28) 

与浓 o 对偶的必须满足 

m 0 (f) m 0 ( 夺）十 m 0 (f + 开） mo(? + ;r) = I 

正如 8. 4 . 4 节所述,可选择为对称的（因为 mo 是对称的），同时也选择 Go 能 
被(《^?/2) 2 整除(故对应的0和@均有两阶零矩)。换言之 
m 0 (f) = (co^/2) 2 P(sin 2 ㈤ 


其中 

(1 - jc 2 )(1 + 音 ： c|p(_r) + i 2 ( 音 - 音 i 卜 1 - -r) = 1 

根据定理 6.1.1 结合方程对用 z 代替丨 - _r 的对称性,方程有次数为2的惟一解 
P (^) 0 容易求得 PO ) = 1 +音 j ： - 于是 


* o (?) - (ros 音 )(i + ysin 2 音— | gsin 4 ^| 

= - 丄 e -3 ， d e -城 + Ily + 12 

280 e 56 e 280 28 

+ _ -3 _3„ 3 ,'f 

280 e 56 e 280 e 


(8.3.29) 


(8.3.30) 


$ 以验证式 (8.3, 氹)、式 (8.3. 29 ) 满足 S .4.2 节中提出的所有条件，所得的 W() 和 
确实对应子一对双正交小波基。图 8. 10画出了对应的>，和&的图形。 
- 个函数均连续但不可导。？和4或&和0惊人地相似。据此还能追溯到 mu 和 
wo 的相似性。当然这点不能从式(8.3.27)、式 (8. 3. 30) 中立即看到，但比较表 
8.4 中的数值即刻可看出来。事实上，两个滤波器都非常接近于(必然不 对称) 正交 
Coifieis 之一的滤波器（见 8. 3节） s 为比较方便，表 8. 4的第三栏列出了 
(叫 ))Coifle B 的值。与标准正交小波滤波器的近似性解释了为什么 W(l 与对偶的 
m o 非常接近的原因。与 Upladan 金字塔相关的双正交基在图像分析中的第一次 
应用是由 Antonini 等人1990年进行的^ 



表 8.4 

在本段中所计算出的滤波器 ( CT 0 ) Burt 及其对偶滤波器（^^^的滤波系数以及对应于 
Coiflete 的一个正交基的相枭近似的滤波器系数(请参看表 8.1 中 K = 1 的元素） 


n 

(^o)Bun 

- (坩 0)Burr 

(坩 

-3 

0 

-0,010714285714 

0 

-2 

-0.05 

-G. 053571428571 

-0.051429728471 

-1 

0.25 

0.260714285714 

0.238929728471 

0 

0.6 

0.607142857143 

0.692859456942 

1 

0.25 

0.2607142857U 

0.272140543058 

2 

-0.05 

-0.053571428571 

-0.051429972847 

3 

0 

^ 0.010714285714 

-0,011070271529 




图 8.10 从 Durt - Adeison 低通滤波器构造的双正交对和 ♦，屮 H 的图像 


M . Barlaud 的建议导致了 Burt 滤波器非常接近于标准正交小波滤波器的偶 
然发现(人们怀疑这种接近是否在应用中同样有效?)^该例认为可能存在其他双 
正交基，这些双正交基具有对称滤波器和有理化滤波系数，并可通过近似化和“对 
称化”已有的正交小波基并计箅对应的对偶滤波器构造出来。在 8 . 3 节中列出的 
Coiflet 系数是通过一种自然导致近似对称滤波器的方法构造出来的。因而，可以 
预计接近于标准正交基的对称双正交滤波器也事实上是 Coiflet 的一种近似 D 8. 3 
节的分析表明 
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w ° (f) =(^ir[§( x /“)( sin 音 r+°(( sin *n] 

下面的例子特别选择 

叫 ⑺ =( ⑽ f ) 2K [!(H (士 f)'«((“ 音广 )] 

从而有下列 步骤： 

1 . 确定 a 使得 I [1 _ I 叫⑻ I 2 - I 別以+冗） I 2 ] Id? 极小(下面的例子中 
是零)。这种优化准则当然也可用其他准则代替（比如可以用 I - |m D U)| 2 - | raa 
(? + d I 2 的所有傅里叶级数系数的平方和最小代替仅由/ = 0时〆的系数的平 
方和达到最小）。对于 K= 1，2, 3时，对 a 的最小根分别为 0.861001748086, 
3.328450120793,13, 113494845221。 

2. 用某个简单分数①代替上述 a 的无理的优化值。本例中, K = 1时取 a = 
0.8 二音 ，K = 2 时取 “=3.2 = ¥，K = 3 时取 a = 13。 对子 K = 1 时这种处理可 
简化本例。 


3. 由于是面定的，故可以计算出若还要求 饥 Q 能被 {cos 音 r 整除。 
则 


: (cos-|-J P K (sin*|) 2 (8.3.31) 

其中是 3 K - 1次多项式。用同于 Daubechies(1990) 分析方法，可以得出 


〜 u ) = |「' 1 + 卞 +。(/) 

从而确定了 P K 的 3 K 个系数中的 K ： 个，其余系数也能容易求出。对于 K = 2 和3,有 

P 2 ( x )=\ + 2 x + ^^ + % ^ - 繫/ + im x s (8 .3.32) 

Pi(x) = 1 + 3j; + 6x 2 + lx 1 + 30_r 4 + 42x 5 


1721516 6 
6075 


1921766 7 648908 g 

6075 ^ 6075 ^ 


(8.3.33) 


表 8.5 列出了 if = 2,3 时和&最接近 Coiflet 的滤波器系数值，图 8.11 
画出了两种情况下 < hh < pm $ 的图形 D 值得注意的是双正交滤波器 /WhSo 的 
计算比 Daubechies 关于正交 Coiflet 滤波器的计算简单得多。这表明双正交小波 
基的构造比正交小波基的构造具有更大的灵活性。 


①见本章末注 12 。 




271 


*8.5 

走 = 2,3 时，最接近于 Cdtlets 的双正交基的滤波器和的数值。表中第三列为 w 。与 
很接近的正交 Cdtleis 滤波器的系数，为了更容易比较不同的系数，我们采用十进制表示这 
些数椐，实际上，与的系数都是有理数 3 


U 

j a 575 

0.575291895604 

j 0,5746S2393857 

tl 

0,28125 

0.286392513736 

0.273021046535 

0.2948671936% 

t2 

-0.05 

-0,052305116755 

-0,047639590310 

-0.0540856070Q2 

：3 

-0,03125 

-0.039723557692 

-0,029320137980 

-0,042026480461 

4 

0,0125 

0M5925mi69 

0.011587596739 

0.0167444I0I63 

5 

0 

0,003837568681 

0 

0.0039678836L3 

6 

0 

-0.001266311813 

0 

-0,001289203356 

7 

0 

-0.000506524725 

0 

-0.000509505399 

) 

0,5634765625 

0.560116167736 

0.561285256870 

1 

0.29296675 

0,2%14490S701 

0.286503335274 

0,302983571773 

2 

-0.047607421875 

-0,047005100329 

-0.043220763560 

-0,050770140755 

3 

-0,048828125 

-0.055220135661 

-0.046507764479 

-0,058196250762 

4 

0.01904296875 

0.021983637555 

0,016583560479 

0.024434094321 

5 

0.005859375 

0.010536373594 

0.005503126709 

0,011229240962 

6 

-0,003173828125 

-0」005725661541 

-0.002682418671 

-0.006369601011 

7 

0 

-0.00377495399] 

0 

-0.001820458916 

S 

0 

0.000736056355 

0 

0.000790205101 

? 

0 

0.000339274308 

0 

0.000329665174 


-0,000047015908 


-0.000050192775 
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图 8.11 对应于表 8.5 的 I 与&的图形 
注： 

1. 在 M .- 幻 正交意义下泌 (.- n ) 也是正交的 D 

2. 严格地讲，引理 6.2. 2仅证明了 supp 本 [[0, JV],1991 年 Lemarie' 和 Mfllgouyres 证明了 
su 0 必须是一个区间，且该区间一定是[0, AT ]。 

3. 尽管如此， AWARE 公司将 6.4 节中的非对称滤波器应用于图像和视觉编码中取得了 
很好的效果，同时也应注意到要定量描述感知误差的大小本身就是很困难的。过去常用戶范 
数来衡 fi , 主要原因是用此法比其他方法方便，但所有专家都认为用 P 范数衡 fi 感知误差的大 
小并非最好选择。然而众所周知, sm 他更好的方法又没有达成一致 意见。 
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4. 6.4 节中的 W 不具有这一性 质。 U.Af) 丨的图形在 f = 0 处非常平坦，它表明当/ = 1, 

，但 N fi(f) 的相位并不具有这种性质。 

5. 欲证明 是一 个有界算子是很容易的：若 supX-iV^iV:] ，则 

I </’m 2 = 1 |d^/(x) I Hx - k l 2 < I fix') l 2 ) l/2 II H 2 

因此 

¥ I 〈 /A.*> i 2 < i/U) HIIWn^/11 2 

类似的可以证明所有 7； 均是有界算子。 

6. 我们有 


：1/[| : 


土〈 “〉 |2< ' (/u N 


( [ </，妗,!> 1”(习 I〈U I 2 ) 
<^^(2 Ml 2 

I {A<P.,i) l z 

7 . 两个子空间之间的夹角定义为下？ Si 素 


angle(£,F) 


(f ,/) 

IMI II/II 


8 -在^^11，0&1]1)6也65和1^世0如(19 92 )的证明中,为了导出式(8 + 3.15)与式(8.3.16)，对 
条附加 了一个较强的衰减条件 , gp , i « f )[< cci + lei )- 1/2_ 1 ( 我们知道这些条件甚至在某些 


正交情况下也不能满足 h 本节中上述简述来自 Cbhri 和 D 9 U bechies( 1992 ) 的论文。 


9. 由子0具有紧支集， 导数 〆 》， /= 0，..., m 是自动有界的 3 


10. N = 2 二/ V 时发生了奇怪的现象。函数 2 . 虽然屑于 L 2 ([ _2,2])(因而也属于 L 1 
([-2, 2]))， 但在每个二进有理点处都有奇异性，故(或 2 #)的真实图由黑矩 形组成。图 
8. 6中的图形虽然不是在意义下的近似，但仍然是 L 2 或意义下的最好近似。关子这点， 
作者要感谢 Win Swddens 。 


11. AusW(1989) 和 Gmi 及 Wan g (1991) 提出了非正交小波基的另一种构造，其中两个小 
波之一，比如 f 是一 个紧支称样条函数，因而可以处处精确地与明显地识别出来,与本节不同， 

在该构造中％空间是正交的，而且+, = %。结果其对偁小波 &有无 限支集(要使都具 
有紧支集，必须放弃对％正交性的要求)及指数衰减性。相应的多分辨分析与 Batt ^ Wie ， 
小波相同 W 的选择应使得它与适当阶数的 B 样条及其所有整数平移都正交 ，而》 由下式确定 

孟⑺ = 必丨 ^ + 2kA) I 2 ] 

12 . 选择 a 为有理数以使得、‘具有有理数系数，注意原来的无理数 a 也不是不可侵 
犯的:改变第1点中的判据将导出稍微不同的 a 值。 



第 9 章泛函空间的小波刻划 


本章的主要任务依然是在前面四章中所讨论过的正交基，并将对许多不同于 
L 2 空间的其他空间给出比傅里叶基函数优越的所谓好的(无条件)基。本章几乎 
所有材料都来自 MeyeK 1990)，但我相信这里的处理方式将更为浅显易懂，使那些 
数学水平不高的读者也可以接受 < M eyer 的 书包含 有这个专题的更多的内容) 。在 
9.1 节将从回顾纯调和分析的一个经典定理即 Calderon - Zygmoand 分解定理开 
始。它可在许多教科书找到(如 St a in ( 1970)); 并用不同的(二进)尺度技巧给出了 
详细的 证明。这种技 巧在小 波出现以前早就在调和分析中使用了。结合其他一些 
经典定理，得出了小波为^ ) 的无条件基的证明。在 9. 2节不加证明 
地列出了用小波表征其他泛函空间的一个表，也作了用正交小波进行奇异性检测 
的简短讨论。在 9. 3节中讨论了 L 1 函数对小波基的展开问题，由于 L 1 空间没有 
无条件基，小波也不能作到这一点，尽管如此，它仍然可以做出比傅里叶展开更好 
的工作。最后，在 9.4 节着重指出了小波与傅里叶展开的差异。 

9.1 小波 :空间 ！/(同),1</><00 的无条件基 


我们从证明 CaUeron - Zygniund 分解定理开始。 

定理 9 . 1.1 设/是 LHR ) 的一个正函数，给定 fl >0, 则 R 可分解 如下: 

1. R - GUB , GflB =0; 

2. 在一个 '‘好 ”集合 G 上, / U )< tt ， a . c , 

3. "坏”集合 B 可以记为 

B = \ JQ k 

其中 Q * 是互不相交的区间，并且对于所有的有 
| Qt I _1 |^ dxf ( x ) <2 a 


证明： 

1. 选择乙= 2'，使得2- ( |« [ 1_1：/(： ( ：)<«，则对一切是6 2乂- 1 lit + l)L dxf 
(:，这给出了 R 的第一次分割 c 

2- 在第一次分割中取一个面定的区间 [々 L,U +1) L ], 将它分成两半，即 
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[ kL,(k + ^) L ) m (( k + j -) L r (.k + l ) L ], 任取其中一半记为 Q ， 并计算 

I Q 1 ― 1 j _ Q dxf ( x ) 0 MM 则将 W 放人到作成 S 的那些区间袋中。事实 

上我们有 

« < /q < I Q r I = 2| Q I "^J^Ar/X^r) 

如果 a ，则继续下去(分成两半等等) „ 如果必要可以无限进行下去。对 Q 的 
另一半做同样的事情，而且也对所有的其他区间 UL,U + 1) L ] 都如此。最后即 
得到满足式 (9.1.0) 的可数个“坏”区间列，记它们的并为 S , 其补集为 G 。 

3- 通过 B 的构造，我们发现对任一 x ^： B 存在一个越来越小的区间的无穷 
序列…使得对每个 LxeQnfilaj — 1 丨 Qn dy /( y Kh 事实上，对 

每个 j ，丨 Q 丨=音丨 Q 丨，且 QCIQr l 。因为收缩”到; r ，几乎必然有 
lQ n | _1 } g d ^/( j )-/( x ) 

由于左边从而在 G 中, / U )< fl ， a . e 。 . 

注意若选择 L =2 ( 则证明中出现的所有区间都自动地是二进区间，即当^ 
fZ 时，区间有形式 [ A 2 ~，U + 1)2~]。 

下面定义 Calderon - Zygmund 算于并证明它的一个经典性质。 

定义】 . R 上的 Caidemn - Zygmuntl 算子 T 是一个积分算于 

( Tf )( x ) =| djX (^, y )/ b ) (9.1.1) 

其积分核满足条件 

\ K ( x , y )\^ C /\ x ~ y \ (9.1.2) 

|^ K (. r ,^)|+ |^; KU , y ) |< CV | x ”| 2 (9.1.3) 

而且它确定了 l 2 ( r ) 上的一个有界算子。 

定理 9.1. 2 Calderon - Zygmund 算子也是从 U ( R ) 到 Lj ^ R ) 上的有界算 
子。 

定 理中的 lU ( R ) 空间定义 如下： 

定义:函数 /e turn ), 如果存在00,使得对所有的 0 >0，有 

丨 U ; l /( x ) | > a i [ < c/a 

使式 (9」■ 4)( 对所有 a >0) 成立的一切 C 的下界称为 i / Or ) I 。① 


①见本聿末注2。 


(9.1.4) 
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例： 

1, 如果/6[ 1 (卽,则式(9.1.4)自动满足。事实上令 
a|Sj<! s d^!/(x)KI R d^|/(x)l = |l/(^)l| L ' 0 因此有 

° II/IIlL<II/V 

2. 由于 /u)= n 1 属于 LUW， 但 /u) = 

U| 4,0>1 不在 u ^ r ) 中。 

这些例子表明 LU ⑻的名称是适当的。 LUm) 拓展了空间 LVm， 它包 
含了那些由于1/1的本性对数起奇点而使积分丨1/1不为有限值的那些函数 

定理 9 . 1.2 的 证明： 


1. 估计丨 U; I T/U) | >« } | 。 首先按阈值《对 R 作关于函数 | /|的一个 
Calderon - Zygmund 分解 c 定义 



[/(-) 


当 

x 6 G 

gU 

叫⑻ 

_I } Q dyf(y) 

当. 

:<： e Q 6 内部 


[° 

当. 

r € G 

b{x 

叫 / U ) 

- IQ * l -^ d ^ y ) 

当: 

c € Qi 内部 

则 f ( x ) = g ( x )^ 

l 6(^：), a . e * 

; 因此 Tf ^ Tg+Tb 

，从而只有当 |7' gU )|> a /2 或 

者 j : T 6(： c ) 或二者都成立)时 ，才 可能有 | 7 f ( x ) 

1>«， 所以， 

1 

U ； 1 TfU 

:) l > a | 1 



<1 

丨 Tg () 

")^"2 ! l + i 1 

Tb (. 

r ) ^- j \ 1 (9.1.5) 


因而欲证此定理只需证明式 (9,1.5) 的右边各项有界 fl/ly。 
2. 我 们有： ° 


(|) 2 I Ui I Tg ( x ) l^|} l< Jdr I Tg { x ) 2 I 
< [d^: I Tg ( x ) 2 I 

J H 

=llTgli^dl^lli 5 (9.1.6) 
上面的最后一个不等式成立是因为: T 是 i 2 上的有界算子。此外，由于 
\ g \\ 2 = { d^: I g ( x )\ 2 ■+ [ dx \ g ( x )\ 2 

J G ^ B 

< a J G d ^|/( x )|+ Elal- |j^|-} |Qi| d3>/0)| 2 
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(用 g 的定义以及在 G 上 I f { x ) \^ a ) 

<«| c d ^|/(^)|+ (叫 

(用叫 1 } Q d ^/(^)<2 a ) 

< R dx I f (. x ) I = 2« fl / I ,, 1 

结合式 (9.1.6) 得 

I U; I Tg ( x ) I》 !c ||/|| l ! (9.1.7) 

3. 现考虑6。对每个 l 通过拉长 Q 以定义新区间 Qi ' Q / 与有相同 

的中心災，但长度是的两倍。再定义 B 、 LUQ / 及 G * = R \ B * 。 这样 

I B ^ 2 I Qi * I = "T 2 [ ^ 1 /(- r ) I — I 1/ L 1 
k a k J Q k a 

(因为 l / u ) I 為 a ) 

所以有 

I lx e B *； I Tb ( x ) I 备 f JT l< 1 ||/|| L ' (9.1.8) 

L a 


4. 我们估计 | UGG *，| T & U ) l>f U 

f I U e G*i I Tb{x) l>|| l<\dx I T&u) I 

Ij^c" 

<| c . d ^ I Tb(x) 1 (9.1.9) 

5. 为估计最后一个积分，对 6 按不同的贡献予以分离。定义~如下 

(0 当文芒 Q , 

MW jy ( j -) _ - p ^— dyf ( y ), 当工 6 Q * 内部 

则 ^ 


b(x) = 2 (x) ， a.e. 

* 

因为 Q 4 彼此不相交，所以 = I ； T & i; 且 

t 

| G .dx I Tb(x) l< S| G ， d^ I n t (x) I 

< ? L \ Q/ d ' r 1 T&iU) ' 
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= X) [ . dv i [ dyKU ， jy)M ： y” 

* J«\Q J Q k 

= 2 f .d_r I f - K(ui)] W 1 

* J «^ J Q * 

(^ 是 Q 的中心 == 这个增加项的插入 

是因为 f My ) - 0) 

J Q t 

< 2 i KU.y) ~ K ( x , y k ) I b k ( y ) 


(9.1.10) 

利用 AU,y) 对第二变元的偏导数的界可以估计差 K ( x , y )- K ( x , y k ) 

[,d^ t K ( x , y ) - K ( x , y k ) I 

J R\Q 

<f & I d 2 K ( x ' y k + ( y ~ y k )) (' [ ^ - y* t 

J R\Q J 0 

<[ d^[ dtC \ y - yk W (jc - yk) - t(y - y k ) I ' 2 

(这里记 Qt = [3> - R kf y k + R k )， 

Qk * ^ [yk ^ 2私，只 + 2 R k )) 

=I I f du [ AtC/R\ I u - tv \ 2 

J \ u \>2 J (> 

(将: r = % + Rku，y - ^ + RkV 代人后得出， 

其中丨 《 1^2, f y J>1) 

<fT (与 A 无关）。 

将此式代人式 (H10> 得出 

f # dx t Tb { x ) \^ C ^\ dy i b k ( y ) I 

JG i JG i 

< c 乳 ， n /w I+^{^1/(^)!] 

- 2C^j Q dy 1/(^) l<2CH 

将式 (9,1.7) 、式 (9.1.8) 及式 (9.1.9) 及现在的结果结合起来，完成了定理的证 
明。 ■ 

—旦我们知道了算子丁将 L 2 映射到 L 2 或将 L 1 映射到 LU， 就可以用 
Marcinldewci^ 的插值定理将丁扩张到其他的空间^ 
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定理 9.1.3 设箅子了满足 

[] T /| L ^< C ] [ j /| i ^ (9.1.11) 

lT /| L ^< C 2 |/||^ (9.1.12) 

其中，则对于满足关系式含+ = ^- + ,0< t <\ 

的 p 、</，存在依赖于九，1, 92和 * 的一个常数是使得 

IIt / KkI / II ^ 

这里 LUk 是使 1/111^= [ inf | C ; U ;|/ U ) l > al 矣对一切 fl >0| : T 〜取有 
限值的函数/组成的空间。 

这个定理的漂亮之处在于它仅需要在两个极值处的较弱的界却导出了关于参 
数9的 P 范数(而不是范数)的界此定理的证明已超出本章的范围，读 
者可在 Stein 和 Weiss (1971) 中找到其一般瑕式的证明 a Marcinkiewicz 插值定理 
蕴涵着定理 9.1. 2:从所证明的 P — 的有界性可以导出 L ^ L ^( Kp < 
«>) 的有界性，现叙述如下。 

定理 9 .1. 4 如果了是一个积分算子，其积分核 K 满足式 (9.1.2) 和式 (9.1. 
3) 并且如果: T 是从 L 2 ( R ) 到 L 2 ( R ) 的有界算子，则对一切 l < p < ⑴，: T 可扩张成 
从 P ( R ) 到 L 〃( R ) 的有界算子 ^ 

证明： 

1. 定理 9.1.2 已证明了 T 是有界的，由 Marcintiewicz 定理， 7" 可 
以扩张成对1<力<2的从 I /( R ) 到 ZAR ) 的有界算子。 

2. 对2<户<00,利用了的伴随算子 T , 它由下式定义 

jdjc ( T /)( j ：) g ( j ：) = jdr /( x ) Tfg )( x ) 

与 r 相应的积分核 l(x，30 也满足式 (9,1.2) 和式 (9.1.3) 。 在 L 3 ( R ) 

空间 f 正是 L 2 - 意义下的伴随算子，因此它是有界的。再由定理 9.1. 2, f 
是从 L 1 — 有界的，从时由定理 9. 1,3,对 l < p <2, 它是从 Z / 到£/有界的。 

因为对于满足含十 1 的力 , q , T ： L ^ Lf 也是：的伴随算子，从而了 
对于 2< p <^ 是有界的。 

为了让那些对 Banach 空间上的伴随理论不太熟悉的读者易子理解，更明确地 
有 

NT/I,= ^sup |Jdx(T/)U)^)| (如 果士 + + = 1) 


①见本章末注3。 
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=sup iXd 3 j /(3 J )/ C ( z . y ) g ( x ) I 
! I k ; l '^1 

^ sup I J ' d i y /( < y )( f ' g ) G ) I 
J K I V = i 

< sup I/lli/l fgli/< Cll/lli , 

I (HI j/:i 

(严格地讲，在第三个不等式中交换积分的次序不是对所有的都允许的，但可 
以把它限制在一个可交换积分次序的稠密子空间上)。 ■ 

现在应用上面结果去证明，如果0具有某种衰烕性和某种正则性，又 
幻构成 L 2 ( R ) 的一个标准正交基，则也*也为 
(1</><⑴)提供了无条件基。对此，需要证明的是(见预备知识），如果 

f = 1/ 

h k 

则对任意选择的有 

Jp * 

将假定 0 是连续可微的且0和 〆 都比 ( 1 + I x | ) _ 1 衰烕得更快，即 


I <p(x) I, I <P'U) l< C(1 +t ^ l)+ e (9.1.13) 

则对 l < p 〈 ㈤ 及 /= 则由 九* 的标准正交性 可得： Cy = I 

Axf ( x )< p iik ( x ) ，対此，要证明“是，对 ^ jlk =±l 的任意选择 。 如下定义的7^ 

T uf = ，屮 j,k)<pj.k 

/，* 

是从1/到 P 的一个有界算子。因为已经知道是 L 2 ( R ) 到 L 2 ( R ) 有界的 


liUll 卜 谷 1 〜</，‘> 卜谷 1〈/| 2 = tl/l 2 

因此,假如能够证明7^是一个其积分核满足式 ; (9. 1.2) 及式 (9.1.3) 的积分算子， 
那么7^的沪有界性即可由定理 9.1. 4导得。这正是下面引理的内容。 

引理 9.1.5 选择 w ),， ± 1并定义 K " U ，3 j ) = I ]丐，冰(: V )，则存在 
O , 使得 


和 


I JC(d) C/ \ x - y i 
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证明： 

1 , I K ( x , y ) I < £ I ^, k ( x ) 1( ^, k ( y ) t 

< CE 2 _J (1 +1 2~ j - k \ )_h (由式 (9.1.13)) 

J，k 

取将对 j 的求和分为两 部分: _7<九和）>_? 0 。 

2, 因 S(l + M — 左 I ) 的所有是一致有界的①， 

k 

有 

2 S2- J (l +1 ITx - k l)+ E (l +1 T'^y - k l)+ E 

< CS 2^ < C 2- V 1 <4 C/I x - j I 
J_J 0 

3, 对 ^< 九的部分的处理不是那么容易。 

S2 _j U [a + 1 n k I)(i + 12-^- ^ D] *' e 

- 2 2 3 ^{{\+\2^ - k +1 2 ! y - k i)]' 1 ^ 

^ = -； 5 +l > 

^4 1+£ 2 y'Zid + \ Vx - k \ )(2 + \ 2^ y ~ k l)]'*- £ (9.1.14) 

J 二 - V 1 k 

取使得 h<a } ^<h + 1, 并令 / = 卜 ‘ 则 

2+ |2 )_r ] 丨 = 2 十卜宁 -/ 十 (2, 宁 4 0 )| 

>1 + 卜宁 -/| 

类似地 

2 t |2 〜 - 心 1 + 一 / | 

因而，对 <2=2〃 

^[(2 + \2 } x-k\)(2^-\2 j y-k 丨 ）] + e 

k 

< S T(1 +1 - / I )(1 +1 a + /： I )] _1_e 

t 


①见本章末注 L 
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^ cd + ui ) -1 ^ 0 ® 

所以 

(9.1.14XC S 2 J l\+2 J 
J =- V 】\ 

< eg 2)、(1 + 2 j 、 j 2 ^ +1 ) 1 e (因 I J — _V I < 2 V 1 ) 

+ 2’)+ E 

/ 二 1 

<( T 2-'<2 C ，\ x - y\~ l 

从而有 

I K ( x , y ) l < C I ：c -_y I — 1 
4. 为了估计 3/,3/( ，使用与上面相同的技巧有 

I SyKix^) l< 22 _J I ^(2 _ 。 - 备 ）| -k)\ 

;，* 

< c 22 _2j [(l + |2-心 -^1)(1+ 12-^-^ D ]- 1 -* 

最后不难得到 

I , C \ x - y \ ~ 2 ■ 

通过上面的引理的讨论可证明如下定理 e 

定理 9.1.6 如果 0 是 C 1 的，且 |0 U )|, WU )|< C (1+ |_ r |)_ h ， 又如 
果构成 L 2 ( B ) 的标准正交基，则丨也构 
成所有1/空间,1</><™的一个无条件基。 

9.2 泛函空间特征的小波刻划 

由于构成 i /( R ) 的一个无条件基,因此对于函数 / eIAR ) 存在着一种仅 
用/的小波系数的绝对值所作出的特征刻划 s 换句话说，对于/,仅看 I (/,^,*)1 
就可以确定是否有 / GI /。 明确的判据是，对1 </><«> 


① 见本聿末注 5 o 

② 译者注:第一个不等式原文为 | fl + Z ] ，亊实上应为 \a~i\ 

③ 译 者注: 原文此地有误，应为 

(9- 1.14XC 2 ( 1 + 2 J | \ C 公2’方 1 (1 + W +2M )—( 因 \^- y \>W 

^ Cl J « +1 ^2f (1 + T'Y^ < C2~h^ < 4C l^-yl- 1 
r-o 
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/e "(n) ㈡ [2 I (/ ， m 2 i i]^e l^r) 

㈡ [X I </，D i 2 2 々 [ 2 w(* +1) ](z)]〜_) 

关于它们确实是 P(R) 的等价特征刻划的证明，请看 Meyer(1990) o 

类似地，小波也为很多其他的泛函空间提供无条件基和特征刻划。这里我们 
不加证明地列出 几个： 

Sobolev 空间 W(H) Sobolev 空间定义为 

VHR) 二 !/ ； Jd6(i +1 f i 2 )M/(f)l 2 < 叫 

它们借助于小波系数的特征刻划是 

/e w^R) ㈡ S 丨 \Hi + 2~ 2 n < oo 

Holder 空间 (？ (R) ，对 0< 5 < 1, Holder 空间定义为 

c s (R) = i/e + | 「 f( ^ 1 < oo( 

对 j = /+ «， o </< i 时，定义 

C7(R) = l/e L-(R) n C"(B)；^/e c t 

当 J 取整数时，上述梯级空间不是传统的 C" 空间(由所有《次连续可微的函 
数构成），甚至不是 LLpschite 空间，而是如下定义的稍大一些的空间，即 
A* = 〃Zygmtmd 类" 

= l/G L"(R) n C 0 ⑻; + + f ll ^ h) ~ 2f{x) 1 < 叫 

它取代了 cnR), 和 

A". = i/e L-(R) n ^(R)；^/^ AJ 

关于这个 H6lder 空间梯级有如下的特征： 

一个局部可积函数/属于 0(R)( S 非整数)或为整数）当且仅当存 
在使得 

I < f > Kk ) l< C 对一切; feGZ 

1 l<C2〜( I+1 々） 对一切 e z (9.2.1) 
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这里隐含了假定 

关于它的证明过程和更多的例子，请看 Meyer (1990)。这里所给出的例子 
中， Sobolev 空间是惟一能用傅里叶变换完全刻划的（即以“充分必要”条件刻 
划）空间。 

条件式 (9.2.1) 刻划了整体正则性的特征。局部正则性也可以借助对标准正 
交小波基的系数来研究。最一般的定理如下，属于 Jaffard ( l 989 b )。 为简便起见， 
假定0具有紧支集且是 C 1 的(对更一般的 〆 定理的公式稍微有不同八 
定理 9.2.1 如果/关于指数 a ，0< a < l ， 在邱是 H 6 ider 连续的，即 

1 / U )-/ U 。）1 <C I _ r-a I * (9.2.2) 

则对有 

Max [ 1 ( f , ip - j , k ) i disKxo . suppf ^- j ^))'* 1 ] = 0(2~ (m+a)j ) (9.2.3) 

其中, di S tU Q ， A ) 表示 _ r a 与集合 A 的距离 c 

相反地，如果式(9.2.3)成立且如果对某个£>0,/6(7,则 

I fix ) - f ( x 0 ) K C I x - j：o I a lg 2 / I x -^o I (9.2.4) 

这里没有式 (9.2.3) 与式 (9.2.2) 之间的严格等价关系。估计式 (9.2.4) 事实上是 
最优的，条件 / ec 也一样:如果/仅仅是连续的，或者略去式 (9.2.4) 中的对数 
项，那么可以找到反例 ( JaffanKl 989 b )) D 邱附近不太正则的点的存在或者 f ( x ) 
在叫附近杂乱无章的振动都可能是式 (9. 2. 2) 与式 (9,2. 3) 的不等价性的诱因 
(例子可见 Mallat 和 Hwang (1991))。 如果对条件式 (9. 2.3) 稍作修改，则可避免 
这些问题的出现。更明确地(仍设紧支集的 0 GC 1 ), 有如下的定理。 

定理 9, 2.2 对£>0,定义 

SU« ，）； e) = \k & 2;Supp(U 0 (-r 0 - + e) ^ 

如果对某个 e >0 和某个 a ，0< a < 1 ，有 

则 / 在抑关于指数《是 H 6 lder 连续的。 

证明： 

[ 在(々-£，：(： 0 + £ )中任选一点^；，因为不论办,* u ) = 0 还是办 k ( xo )^0 

都蕴涵着 Aesu 0 , j ; e ) ，有 ’ 

/(文）- f (^ o ) = 2〈/，办.是〉[办，“工)-也,*(立0)] 
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从而 


=S 2 </ ，办,[办 ，“ 工） - 办 ,“ 办 )] 


I fix) - fu,) I - YjC^ im+a) 2 I ^u) - bU) I 

j 女 g s (工。，厂 t) 

2. 因为 0 具有紧支集，所以使‘ UMO 或者也 t (: r 0 )#0 的々的个数对 j 
是一致有界的。其界为2, Support 0)1。因此 

S I 屯 A 工、- <Pj.k(^o) I 

fcC .S(jr 0T j;e) 

<C 2 max I <p ： , k (x) - 也,〆利） 1 

^C 2 2~ j/1 max I ip{2~ } x - k) - <p(2~ J x 0 - k) I 

因 0 是有界的且是 C 1 的 

I p(2 _J jr - k) - 0(2'^ o -^)1^ C 3 iniTi(l,2' ; I ^ - x 0 I } 

3. 现选 _/ 0 使得2)<|^ 0 !<24乂则 

! fix) - /(^ 0 ) l< QC 2 C 3 [ S 2『 j I ^ - x 0 I ] 

J = -的 尸冬 ” 

<C 4 [2 nJ - + 2 ( °- 1>J n I ：c- 抑 I] 

€ C 5 I n 0 r 

注意： 

(1) 当然，对空间 C,«>1 可以证明相似的定理 D 

(2) 如果 a = 或者更一般地 ，《GN), 那么以上证明的最后一步不再起作 
用，因为第一个序列将不收敛 n 这就是对整数 a 不得不更加谨慎小心的原因，也 
是 Zygmund 类加入进来的原因。 

(3) 如果0有无限支律，且0与〆在〜处有好的衰减性，定理 9.2.1 和定 
理 9,2.2 也是成立的（请看 Jaffard(1989b)) D 而0具有紧支集使得估计更为简 
单。 

因此，可以借助于小波系数研究局部正则性。然而实际上必须小心:可能需要 
很大的 ） 的值才能可靠地确定式 (9.2.5) 中的 a。 如下的例子是一个例证。取 

[2e-'-- al - 1 

fU ) = a - l <2 < a + l 

I i-a X > a + 1 
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图 9.1 给出了这个函数当时的图 形。 此函数分别在 i = + l 

处有 Hblder 指数0,1,2,在其他地方是 C 00 的。那么在 x Q = a ~ l , a,a + l 这三个 
点的每一点处，可以计算 = max ! I (/，^^) I supp( 4> j>k )\, 并作出 \gAjAg2 

的图形。如果 a =0,那么这些图形相当精确地排列在斜率分别为1/2,3/2和5/2 
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图 9,1 函数/,除了在 ；《；=- 1,0,1 处 
分别使/，/,/不连续外,处处是 C~ 

的直线上，可得到关于 a 的好的估计。但是，标准正交小波的分解不是平移不变 
的，而且对于小波基，二进有理数，尤其是0,关于局部化中心的二进格点， 
A ，€幻扮演了一个很特殊的角色 D 选择不同的 a 值以证实这一点:財 a = 1/128, 
我们有很不同的〈/,也>)，但 \gAjAg2 的图形仍为一个适当的线状排列，对 a 也有 
好的 估计; 对无理数 L 线状排列更不显著，相应确定的 a 也更不精确^所有这些 
在图 9.2 中都给出了图例说明，关于 xo ~ a ~ l , a,a + I 以及三个选择 a =0,1/ 
128,和 11/8( 我们减去11/8以得到接近于0的〜是为编制程序的方便)^图 
9.2 显示出 lgA ; /lg 2 的图形为）的一个函数。为作此图，〈/,办.*>的值的估算是 
对于恰当的6值及从3到10的示值进行的(注意:这意味着为了使关于 j = 10积 
分有合理的精确性,/本身必须作2_ 17 的采样）。对 a =0,在邱=- 1,0,1这三 
处，8个点都呈优美的线状排列,而且对 a + i / 2 的佔计精确到1 . 5%以下。对 a = 
1/128,在更粗的分解尺度上这些点也不成一线，但是如果仅从最好的四个分解点 
来估计 a 十 1/2,那么估计仍精确到2%以内 e 当选择无理数 a = n - 11/8,从 
a -1 处图形的间断性可以看出图形 不成一 直线;在 a 处（这里/是 Lipschitz 的）， 
对《 + 1/2的估计失常到13% (饶有兴趣的是，如果删除尺度为10的点，估计将好 
得多);在《 + 1 (这里/是 Lipschitz 的），估计精度到2.5%以内。此例说明了为 
确定一个函数的局部正则性，使用非常冗余的小波族更为有利，这里平移的可变性 
更不显著（离散情形）或没有（连续情形 ）（ 请看 Hoschneider 和 Tchamitchian 
(19 卯)， MaUat 和 Huang(1992)) 0 将非常冗余的小波族用于刻划局部正则性的另 
一个原 因是: 仅仅是0的消失矩的数目限定了能被特征刻划的最大正则性，而0 
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自身的正则性未起任何作用(见 2. 9 节)。反之如果使用标准正交基，通过选择 
可以阐明能被刻划的最大局部正则性必定会受到0自身的正则性的限制。 
关于这个选择实际上我们有= 0,对一切； >0及一切4成立，从而使用标 
准正交小波基时，如 pea , 只能希望能被刻划的正则性最大到 (7_ e 。 



图 9.2 通过对不同的 a 值计算得出的函数 
/(^)(见图9.1)在^-1(顶部）,4中间）， £[ + 1(底部)处册 ( ^ 
指数的估计值(此图为 M . Nitgscb 所提供，在此向她表示感谢） 
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9.3 LKM )] 中的小波 

由于空间 L 1 没有无条件基，小波也不能提供。但在某种意义上，小波仍然胜 
过傅里叶分析。我们将通过比较以[(0，1)]一函数的小波展开式与傅里叶级数展 
开式来说明这一点。但是首先必须引进“周期小波”。 

给定一个多分辨分析，其尺度函数4与小波0都有恰当的衰减性(即 MU ) | , 
+ ，定义 

❿(工 ）= Eiu + o ， cu :) = + n 

<€z /ei 

和 ___ _ 

Vf r = Span! 以 ；k 6 Z}, Wf-= Spanf^ ;k G Z\ 

因为 ,1^(1+/) = 1，①有:对 _/>0，<^ U )=2-/ y (2-4-^+2-") = 2 J/2 , 
这样就使得对所有 j > 0 , VT 都同于只包含常值函数的一维空间 o 类似地，因为 
0 U + / OO ，® 所以当 j >1, W 厂= 10 L 因此，可以把注意力放到的 
和讲”上。显然这是从非周期化空间继承而来的性质。 
此外 Wf 1 , 仍然正交于 Vf 1 ， 这是因为 

£ d 《( x )^ VU ) 

^ 0 

=XI 2~^[ Ax^(2~ j x + 2~ } 1 - k) + -k r ) 

Liez J 0 

=X ； 2 …〜 + 2')'u _ 〆）_ ^)7(2^7^n 

= ^(^ j , k + 2 ：!， r , i , J , k ') = o 

i-ez 

从而有如在非周期化情彤，有 V ^, = ^ ㊉ 讲广。空间 V ^, 均为有限维的： 
因为对有 ^,* + f „2 i;l = 且0也是相同的结果，所以 Vp 和 Wf 1 都是由 
々=0,1，… ,2^-1 时的 2 W 个函数张成的空间。而且这2 …个函 数是标准正交 
的，例如在中有，对 o < tr <2 W-i 

因之，有多分辨空间的一个梯级 r€I 


V^C 匚 


① 见本聿末注 6 C 

② 见本章末注乃 
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这个梯级依次具有正 交补： Wgnvq 中 vr 的）界3(75 2 中的），而且 
4=0,1,… ,2 ljl -ll 为 VT 中的标准正交基，I办, iJ : 0 , 1 ， …，为 
^中标准正交基。因为 U# - z Vf = L 2 ([0,4])( 这又是从相应的非周期化的 
形式得到的），所以丨攸 1 n 丨 U | …，押― 1 丨中的函数构成了乙 2 
([0,1 ]) 的一个标准正交基。我们将给这个基重新作如下的 记号： 

g 0 (^) = 1 =必心（文） 

giU )= 船 ( x ) 

g 2 U )= 柯,。(工） 

g 3 ( ： r) = ^i(^) = ^,o(^ 一音） = S2(x - 皆 ). 

g4( 工） = <PU.I) 

Si ! ix )= ㈣ , 0 U ) 

g 2 wU )= = g 2 '{ x - k 2 - j ) 对在 2 J -1 

这个基具有如下的性质。 

定理 9 . 3.1 如果/是一个连续的周期为的周期函数，那么存在 a „6 C ， 使得 
If - 当 jv->oo (9.3.1) 

n =0 

证明： 

1. 因 g „ 是标准正交的，必有 an =〈/, g „) D 定义 S N 如下 

s nf = i^ 〈 / ， g«>g n 

首先，证明 Sn 是一致有界的，即存在与/和 N 无关的 C , 使得 

ll'WV 在 C|/V (9.3.2) 

2. 如果 N = 2- , J|J S 2 J - ProjV ^; 因此 

(和 /)W = = \ l dyK 3 ( x , y ) f ( y ) 

其中 

2^-1 ___ 
k=Q 


所以 




现在 

< |U^XI S I + o 11U 文 + 〆)I 

<sup[ 2 S 2J I 彡 (2H 工 + /)- 方 ） I I H2 J y 十 A) I 

工 J --™ 長 -0 f€Z 

2'^'-l 

sup X; X] I + 2V - k) I 

T ft-0 l^Z 

<C supX] I ♦(艾 ’ + m) I 

T m^Z 

而且如果 4U)I<C(1+ Ixl) — 1 ' 这是一致有界的，即当 N = y 时，式(9.3.2) 
成立。 

3. 如果 N = 2 J + m，0<m<2)-l， 则 

(SJ)U) = (S 2 ^/)(x)+ S</,^)^(^) 

*=o 

类似于第 2 点的精确估计可证明第二个和式的_范数关于 j 也是一致有 
界的,其界为 C|/| L » 0 这样就对一切 N 证明了式 (9.3. 2)。 

4. 现取/&£= U, e _ N V 广，则对某个）>0，/& 使得对/>/，〈/， 
,* > = 0 r 即 />以，〈/，沿> = 0，故如果 N >2 } Mf = S«/ ■，式 (9. 3 . 1 ) 显然成立。 

因为 E 在 C(T) 中稠密, C(T) 为賦 |卜 IL 范数的连续周期函数空间 D 从而定理得 
证。 ■ 

由对偶性得到关于 (0,1)] 的一个类似的定理。 

定理 9.3.2 如果 /GL^tU)], 则 

I/- -*0 当 N — 。o 

证明 :利用 LHO)/)] 包含 C(T) 的对偶这一特性，即 

II/ IIl 1 = Supt[ ( f , g ) I;g 连续，周期为 l,llglL~<i! 

立即有 

|s>/| L i= Sup! I ( Sfifyg ) I ;g ■连续，周期为 l,II^ IIl " < i) 

=Sup 彳丨 (/, S^g) I ;g 连续，周期为 1， Wi_°° < 1| 

<C||/|| L ' 


(9.3.3) 
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(由一致界式 (9,3.2) 即 （ ( f , h ) « ll / l ! L ', llA | lr ) 

因为 E = U #-； vVr 也在以[(0，1)]中稠密，式 (9.3.3) 的一致界足以证明本定 
理 U ■ 

定理9,3,1和定理 9.3.2 的引人人胜之处是傅里叶级数没有这样的性质 。例 
如，为了使得/的傅里叶级数一致收敛到/本身，需要强加比仅仅连续更多的条件 

(/ec 1 )。 

注意在定理 9.3.1 和定理 9. 3,2中&的次序是最重要的，因为得到的仅为 
Schauder 基 ,而不是一个无条 件基。 


9.4 小波展开与傅里叶级数的比较 

关于这两种展开方法，傅里叶级数和小波展开的饶有趣味的差异在于它们的 
“完全”级数与其“缺项”级数的对比之间有不同的行为表现。从一个简单的引理开 
始，该引理以及本小节整个部分都借助于 M e yer(1990)。 

引理! >. 4 .1 假定/是[0，1]上一个函数，在 x a 6(0,l) 可微。与上述引进的 
一样，让为 L 2 [ (0 ,1 )] 的标准正交基且假设相应小波0满足 J" dxx^ix )-0, 

则展式 /=$>▲ 中的〜 当所限制在集^ = 2』+々且|2义 上时， 

将满足 a m = o(m _3/2 ),对 w -令°°。 

证明： 


1. 为简单起见，不妨设0具有紧支撑，且 S u ppOTt#=[-L,U D 这意味着对 
充分大的_；，当12 义 -.r 0 i<2_J 时，（又：这不是关键，对 
非紧支撑的0，只需在下面的估计中仔细一点就可以了） n 


2.对 m = 2 1 + k,a m = 这里 

Supjxjrt^^^C [l~Kk - L),2~ j (k + L)] 

(=[2 J (j： e ~ L-l)XH^ + L + 1 )] 


因此 


(因 I 2 J k - l<2- J ) 


Jic / U ) 


Jdx [fU) - /(x 0 ) ~ ix - - 2^4(2^ - k) 


- o (2^ -2 _3 0 
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(用 /(■rWUd-U-WU) 

= oU — 刊）且作变董替换 j = 2 J {x - j：o)) 

= o(2~ 3 ^) = o(m~ 3/1 ) 

(因 ■ 

此引理有如下的推论。 

推论 9.4. 2如果对一切 3 ^<|oJ<C 2 m- 3 ' 其中 ^>0^ 2 < 

oo, 那么对所有的 a < l ,^ gamgm 均在 C" 中,但是处处不可微的。 

证明： 由定理 9,2.2 及引理 9.4.1 立得。 ■ 

现在来构造一个很特别的函数。 令〜 =吁 + f = ft ，与 々无关 ，则 

^ « 2^-1 

m=0 j=0 i =0 

= 2 j 3 jS + m~k ) 


=i) 
j'-O m 


- S 2^ j 3/(2^) 
这里 F ( x )=^{ x - 讲）是一^周期函数，有 


其中 


FU) = X；F„e- 2 ™ 




= ^/2 n ^(27 cn ) 


在特殊情形 0 =九 1 ^(请参看第 4 章和第 5 章), Supper 砧 = u ;¥<161 < 
㊄，使得仅当 7i= ±1时，0(2抓)关0。此外， >(-27r) =》(2)t)。 所以 FU) = 
Acos (2 tt ： i ：)， 而且 


= aJ] pj 2 j/ 2 cos( 2 J 7 tx) 

可见左边的“完全”的 f 波级数有一个缺 i 的傅里叶 展开！ 如果现在选择总使得 
则可利用推论 9. 4 .2,得出函数处处不可微的结论。对于 
这个特殊情形，这个结论其实是有关缺项傅里叶级数的一个众所周知的结果： 
l^cosU#} ，其中多。| r; I <00,但 a >0/ 定义了一个连续，但处处不可微的 
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函数 D 

另一方面，如果取一个有一个局部奇异性的，但在其他地方是的函数，例 
如像那么它的小波展开将会或多或少地缺项 
(当-厂 ^ OC 时，所有的系数除了厂 lij 靠近于奇点的少数系数外衰减得非常快 
然而其傅里叶级数是“完全”的: + 0( 厂 3+ff )， 其中 〜 却 ，奇点的影 
响渗透到所有的傅里叶系数中。 

注： 

1. Caid _-2 ygmund 算子有很多不同的定义 3 在 Meyer (1990, Voi 2) 的开头讨论了这些 
不同的定义以及它们的 发展。 注意在对角线1 = y 上算子的界是无 限的; 因此,一般在对角线 
上其核 K 将是竒异的。我们应当对对角线上的情况倍加小心。一个方法是要求了是从 D 到 
D ' 有界的 ( D 是一切有紧支撑的 C " 1 函数的集合, D ^ i 其对偶，一种 ( Non - tempe ^ d ) 广义函数空 
间），并且如果 x 芒 supportf /)， 则 , 从而 K 不完仝决定 r : 算子 

⑺/…^功⑴+ ^⑴/⑴虞中^^/^⑻洧相同的积分核。请参看 M eyCT (1990, 
Vo!2) 所给出的一个更为清楚和广泛的讨论。 

2. 注意||*|| 是范数记号的滥用，如，由 || U - l |- U|, r + i |- i | L ^ > 

就知道，不满足三角不等式，因此是 
-个“真正”的范数。 ^ 

3. 如果省略 11 weak ”， 那么此定理可以认为是 Riesz - Thorin 定理；此时其对应为是== 
Cl 1 且不再苗要限制 

4. ^)(1 +1 a - ^ l) _l E (l +1 b - k +\ a - k l) _W 

* k 

< +\a' - k 1)~ 1_5 ^22(1 + Z)- 1 ^ < 

5. 不_失-一般性，可以假定 a >0^ k mkia^k + 1，则 

1 J [(1 +1 a - / l)(l + l Q + I |)]->- 

1 

- i-l 

<2 [(i + u + 丨， i ))( i + ( 丨 / i - i - i ))]-'- 

/二 -m 

A 

+ 2 ui + (a - o)a + (i + (-t +/))]*>- 

/- -A 

+ 2 [(i + (/ - i - i))d + (k + o)]- w 

k 

<2^)0 + (k - +2 k )~ 1 ^ 


+ 2^ [i + (卜 卜 i)r 1 - t (i + 2 々 r 3 -* 

i = k-n 

<C(1 + I a I) 如 
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6. 在第 5 章的注释 9 可以看到 S^Cx + Z) =常数，又因为 J" 二 dWU) = 1，这个常数必 
为 1。 

7. + 1/1) = l)"A- n+ t^(2x -v I - n) 

i ^ " 

= 2( — D ^ hJd ^ + k ) (其中是 =/ - R,m =- fl + 1) 

= 0 (因- 

8. 现在，读者已经看到了如此多的这种类型的估计的例子。因此我把引理 9.4.1 对于非 
紧支撑但有好的衰减的4的证明留作一个练习。 

9. Meyer 的小波是没有紧支撑的，而引理 9. 4,1 的证明又用到了 0 有紧支律的条件。此时 
结论的真实性可以参看上面的注释8。 





第 10 章正交小波基通论及其技巧 


本章包含一些对前几章的概括和推广，本章的讨论不如前几章详细，其中一些 
问题留在发展中，我相信即使在两年后重写这些内容也将会有很大的改变。这些 
内容包括 =1. 伸缩因子为2的多维小波的张量积多分辨分析或不可分 算法; 2.伸 
缩因子为小数或整数，但不是2的正交小 波基; 3. 采用分段方法的频率分析(其实 
是 Coifman 和 Meyer 的小波包的特例）; 4. 在一个区间上的小波基。 

10.1 伸缩因子为2的多维小波基 

为简便起见，这里仅考虑二维的情形，髙维的情形类似。通过 L 2 (痒）的标准 
正交小波基 n - wm-kvm l 2 (蜉)的标准正交基的一个基本方法是 
直接取一维情形的两组基的张量积 

<p h ,k, ； h ,kS x \< x 2) = e 2i 

是小波且是 L 2 (^) 的标准正交基。在这种基中，变量 A 和: c 2 的伸缩是独 立的。 

存在另一种在某些应用中很感兴趣的构造方法,其正交小波基中的伸缩系数 
同时控制着两个变量。这种情形的小波基常被视为两个一维多分辨分析的张量积 
而不仅是对应一维小波基的张童积。确切地，定义空间 | % ez 为 

I V = V 0 ® Vo = spantF(x ， 3 i) = f(x)g(x)',f,g 6 V 0 T 

FG V^F(2^ - ,2 j ■) e V 0 

于是 I 兄 构成 L 2 (斧)的一个 多^ 辨分析的梯形子空间序列，满足 

… I V 2 Cl W 匚 | % 匚 I dl V_ 2 - 

j) z I V ; - joi ； ^ I y, = LHW) 

由于核 1 成的一 组标^ 正交基，则积函数 

®o; ni ,'(D ) =… - - n 2 ), «i,« 2 G Z 

构成％的一组标准正交基,它是由单个函数❿经 Z 2 平移得到的。同理 

免; w (工， 3 1 ) _ 七! ' (工、 ♦_；' y 、 

= T } H2- ! x-n l ,2- i y-n 2 ), n lt n 2 ^Z 
构成％的一组标准正交基。与一维的情形一样，定义％ 为％ 在巧心中的补空 
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间，则 

u L K ㊉ ％ ) ® ( % ㊉ wg 

= ® v, © [( % ® v 7 ) © ( % @ ㊉ （ w ; ® w ; )] 

=V, © ^ 

于是％由三部分构成，各部分的标准正交基分别为必. 

于是可定义三组小波 

(^(D) = H 工、 <p(y) 

■j^ y (x,3') = 中 (x 、 Hy) 
i 妒 (:r ， y) = (l)(x)(l>(y) 

(上角 h ， v ,( l 分别代表水平 horizontal ; 垂直 vertical 和对角 diagonal D ) 

则 

兒、,〜； ni , n 2 € Z , A = / t，u 或 <i 
是％的标准正交基，且 

> 6 2,« 6 Z 2 , A = 或 d 
是 ) 的标准正交基。 

在这一构造中如果#和0是紧支撑的,则显然$和 f 也是紧支撑的。此外， 
正如 5. 6节中所说，基于紧支集小波基上分解的带通滤波分解在二维情形也是可 
以实现的。比如，滤波可根据水平垂直图像分别在行和列上进行^与图 5. 7相似 
的二维情形示于图10.1。 



图 10.1 二维小波分解在行和列的反复低 、髙 通滤波 
这里心』对应于小波系数 < F , 把 丄其中 F = SC ° h ^, b 0 在一个图像中，水 
平边体现在沪'垂直边体现在对角边体现在如下图例所示。注意 
到，当原图 c D 为 NX / V 阶时，每个 含号 X | 个元(不考虑边界影响，见 10. 6 
节）,并可由大小为原图的1/4的图像表示。这一方法示于图 10.2 中。当然，如果 
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需要更多分辨分析层，还可对 C 2 进行分解 。 图 10. 3将这一方法用于一实际图 
像，有三层多分辨分析。 



[>ngmal decomposition into two layers 

图！ 0.2 图 10.3 中二维小波分解的图形表示 
迭是有张量积结构的二维算法，也可以考虑从一般的多分辨分析出发 （Vj 要 
满足式 5.1.1 〜式 5. 1.6)，其中 V u 不是某一个一维的空间的张量积有些 
(但非全部)在一维情形有效的构造在这里也可用。更确切地说，V,的多分辨结构 
说明相应的尺度函数$满足 

$(x, ： y) = 2 h nv „^{2x - n^ly - n 2 ) (10.1.1) 

其中 UddZ 2 为某一序列。丸 ，/的 2 标准正交性要求三角级数 

別 0(f，O 士 ("卢 "A (10.1.2) 

满足 

I ?) I 2 + 1 + 7T, I 2 

十 i w 0 (f ， （ + 冗） I 2 十 I + 71 ^ + 71 ) \ 2 - \ (10. L3) 

为了构造与此多分辨分析法相应的标准正交小波基，必须在中找到三个 
垂直于的小波函数爭 1 、…、#，它们的整数平移所张成的子空间要相互 正交； 
此外如 （•-《), 对每个固定的 A 还需是标准正交的。于是 

= ^( e / 2 ^/ 2 )^( e / 2 ^/ 2 ) 

其中应使 

^i (^0 m 3 ( 匕 （） " 

m i }(^ + ?) 叫（€+ 兀， （） m 2 {^ + 7T, f) + 7T, 

|w 0 (K + tt) %(?-( +it) m 2 (K 十 tt) W3(K + tt) 

Lm 。 （芒 + L [ + TT) m】（f + Tt, t + 7 T ) 爪 2(6 + TT，t + 兀 ） /M 3 ( ^ + Tt, f + 7 t). 

—_^ (10. L 4) 


①见本聿末注 h 



t 实像 It« rt. -■ 唼来分 # 中 M 小 fit 分 Id. 从小 K 分 i 中存 W # 出 
，喑， ill f t &、* 芋柙对 由边 . +ifi 中」绞处壜使其在 
节 《Enw M.BiiHnnd mm 
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成为酉矩阵 D 在这一条件下的分析与 5.1 节中一维情形的分析完全类似，见 M ey - 
er (1990， III .4 节)①。 

注意: 要构造的小波數目可由一个简单方法得出。比如，对二维情形， Vo 是 
由单个 函數中 ( U ) 在 2 2 平移下生 成的； V 」是由 5>(2： r ,230 在^平移下生成 
的，或者等价地，由 

2 2 平移下生成的。于是“四倍于” V UlJ 另一方面，每个妒 0 是由单个函数屯 J 
(U) 在 Z 2 平移下生成的，因此与 VV ‘大小相等”。因此需要三个于空间炉 0 (于 
是需要三个小波 1 T) 构成 V 0 在V-】中的补 B 这一法则看起来比较直观，但也可 
以用數学语言描迷（并证明）它；小波函數的数目等于于群 f 在群音2 2 中的不同 
陪集（不同于自身）的數目。 

对于一般《维情形，这一方法需确定 2" - 1个不同的函数，使得 2" X 2" 矩阵 
= + iiJr , + s „ n ) (10.1.5) 

成为酉矩阵 ， r = l , …，= |0,1)" 0 ® 

实际上，式 (10. 1.4)、式 (10.1.5) 的酉性条件要求一种微妙的平衡关系：％、 
肌 2、 m 3 的选取应使式 (10.1.4) 的第一行模为1,这看起来不难。但同时要求这四 
行相互正交，而其他的 H 行又是第一行的平移。这种相互关系在实际中可能难以 
实现 D 通过所谓的多相分解可以首先解决它们 n 例如，记 
2 mo (^, = m 0 , 0 (2 f ,2 f ) + e ' , f w 0 j (2 f ,2 f ) 

+ e - ; W 2 (2 f ，2 f ) + e _'(2 f ，2 f ) 
m u ，•/ =0,… ,3 可以类似地从 叫， / = 1，…，3定义出来 0 容易验证式 (10. i . 3) 等 
价于 

I nto r o(2$,2^) [ 2 + | ,2^) | 2 + [ »*o,2(2f ， 2〔） | 2 + J m D , 3 (2f ， 2() | 2 = 1 

同样地，确保式 (10.1. 4 ) 酉性的其他条件可以通过表示出来。我们知道 
式 (10.1.4) 是酉的当且仅当下面的多相矩阵是酉的 

" m 0 , 0 (6 , 0 m 2t0 ($, 0 » i 3 , 0 (m - 

m 0 i i (? + jr , 0 m 1A U + n , ?) m 2 , 1 (e + jt ,0 m 3il (f + K> 0 

仿 o ,2 (?，f 十兀） m 】,2( f，f + )0 唧， 2 ( f ，（ + 7 t ) m 3 , 2 ( e , f + jt ) 

Lm 0 , 3 {?+ JT,f + Jt) + 7T，f + 7t) ^, 3 {f +7t,f + 7t) m 3 , 3 (f + 71,^ + tt)_ 

( 10 . 1 . 6 ) 


①见本窣末注2。 
© 见本聿末注3。 
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对《维 的情形，可类似地定义 

U 的酉性等价于如下定义的多相矩阵 G 的酉性 

& r . s ( fi， …， O = …， (10,1.7) 

这种构造归纳为如下的问題 :给定 (从式 (10.1. 1)、式 （ K ). 1.2))，能否找 
到；》 1 ，".，/« 2 -_ 1 使式00.1.6)是酉的？如果是在二维情形而且又是实 
三角多项式，则甚至可以省掉多相矩阵:容易验证当选择 mi ( f ， n - e -^ 0 (? + 
K ,0^ m 2 (?, n = e ' j (?+?) w 0 ( f , 〔 + it )、 m 3 ( f ， C ) - e '^ ra 0 (f + jt , J + jt ) 即可使 
式 (10.1.4) 是酉的。如果/««不是实的，则情况要复杂得多。乍看起来，对一般的 
«维情形几乎是不可能的。因为式 (10.1.7) 是一个 2" x 2" 矩阵 :首先 ，需找到一 
些对6连续的单位向量(即式 (10.1.7) 中的第二列到最后一列)使之正交于某个 
单位向置(式 (10.1.7) 中的第一列）即与某单位球面相切。但是，众所周知除了实 
2维、4维、8维情形外，不存在处处非零的连续向量场与单位球面相切。式 (10. 1 . 
7) 的第一列并未描述一个完全的 球面; 而且，事实上由于它是2” 维空间中 m 个变 
量的连续函数 ,2"> n ，因此它只表达了一个测度为0的紧集。这一事实使得构造 
，…，/^"^成为可能，正如 Grochenig 指出的那样（亦可参见 Meyer (1990) 
§111.6)。 Grochenig 的证明不是构造性的。 Vail (1992) 给出了一个构造性的证 
明。遗憾的是，他们的构造均不能使得中具有紧支集:即使是一个三角多项 
式(只有有限个 K ^), m ] 也不一定是三角多项式 6 

10.2 整数伸缩因子大子2的一维标准正交小波基 

作为示例，取伸缩因子为戈伸缩因子为3的多分辨分析与伸缩因子为2时 
同样的定义，即满足式 (5.1. 1)~式(5, 1,6), 只是式 (5.1.4) 改为 
/e V ) ㈡ /(3) •) e V 0 

也可以采用前面的技巧： V 0 由一个函数的平移生成，即由 >( x - 幻生成； 
V -通 mx ~ «) 生成，或等价地，由三个函数奴 3: c ) d (3 :r -1) j (3 _r -2) 的整 
数平移 生成。 V 」“三倍于” ，另有两个与 VV ‘同样 大小” 的空间作为％之补并 
与1/ 0 —起构成7_ 1: 即需要两个空间呀 g , 或者两个小波 H 
同样地引人使 

H^) = m^/i) = m^^/3) I = 1 , 2 , 

函数系祝,，其中定义为 

♦ i ，„ : - n ) 
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(也 „可 类似地定义），它们的标准正交性要求叫满足标准正交性条件，这些条件 
可以归结为矩阵 

"m 0 (f) wi(f) m 2 (?) ~ 

m 0 (f + y) wiU+y) m 2 (f + y) (10.2.1) 

rw 0 (f + 营） m](f + y ) m 2 ( 在十 y)j 

的酉性 Q 

N 样地，这个条件在去掉了行间相关性后可以改写成多相矩阵的形式 D 在 
ASSP 文献中构造了一个满足式 （10. 2. 1 ) 的 mtj ^ raj ^ m 2 的显式表市（见 
Vaidyanathan (1987)) 0 与第6章一样，问题是:这些滤波器是否对应了真正的 L 2 
函数 < 〆 、 〆 ？ ^^是否构成标准正交基？这些函数的正则性是什么？从第3章 
我们知道，与 ^,(0)-0- 〜 (0) 相一致， 〆 、 〆 必须是积分为0的。由于式 （10. 


2. 1 ) 的第一行对所有的 f 其模均为1,因此 mu (0) = 1( 这也是用以定义 A f ) 的无 
穷乘积收敛性的要求 ) a 式 (10.2.1) 的第一列的模也必须为〗，这样 

厂1 

由 w o (0) = 1 可以得出 m 0 (2 jr /3) = 0 = m 0 (4 it /3), 即 m 0 (芒）可由 （1 + e _, ' f + 
e ^)/3 整除。此外，如果还要求光滑，则还需要有另外一些零点 5 
通过与前面完全类似的讨论，当 G C ^ 1 时 m n (幻需能被 
[(l + e _* 十 e _ W /3 卜整除。 于是可寻求满足 

I »? 0 ( f ) I 2 + t 十 2 tt /3) I 2 + I m n (? + 4 k /3) I 2 = 1 
的型为 叫⑺二 [(l + e _' f + e — 2 ' f )/3 r ^ U ) 的 m 0 U ) 。如果叫是三角多项式， 
则 L =\.' 4 2 也是某 一 Bezom 问題的解。最低阶的解使函数 S 6 有任意高的正则性， 
但是正则指标仅以 N 的对数增长 ( L . Villemoes 私人通信)一旦确定， m , 、 
m 2 也随即确定 。 Vaidyanathan et al (1989) 给出了一个方案。这个方案中，矩阵 
(10. 2.1) 被表示成《个类似矩阵的乘积，这些矩阵的元素由低阶多项式组成，而 
且这些因子矩阵仅需要几个参数确定®。如果乘积中某个矩阵的第一列由给定的 
^0生成，则所有参数的值都是确定的，、/» 2 可由这个矩阵直接得出®。 

如果取消有紧支撑的限制，则有另外的一个构造方法。在 Auscher (1989) 中，有些 
这样的例子，其中的必与 〆 都是 C 30 函数并且有很快的衰减型性(支集是无限的)。 

关于伸缩因子3的最后一点 说明： 已经看出必须有因子 (1 + e _ + e - 2if )/ 


①见本章末注4; 
© 见本章末注5; 
® 见本章末注 6 U 
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3, 这个因子在 f 时不等于 0( 这与伸缩因子为2时的 （1 + e __ ; f )4 不同）„但 
是，如果要使 m 0 成为低通滤波，选 OT (] U )=0 是很好的方法 D 为了保证这点需使 
t ㈦ = 0即从 i £ | 2 的方程的最低阶开始。 

对于大一些的整数伸缩因子可作出类似的构造^对于非素数的伸缩因子 a ， 
可以由 a 的因子为伸缩因子的构造中得出满意的叫，虽然不能由此得出关于伸缩 
- 子，的 p 有 〜解。 例如，当 a =4 时，可由伸缩 2 及滤波器定义滤波器 
m 0 、 w 〗、 m 2 、 m 3 ( 同样是标准正交的)为 

m 0 (f) = 7tt 0 (f)m 0 (f/2),m 2 (?) = 

= wi 0 C|)m 1 (f/2),m 3 {^) = 

(由此将得出一标准正交基，这点由读者作为练习证明 D 容易验证，与式 （10.2.1) 
类似的 4 X 4 矩阵是酉的)。由伸缩因子4和2构造出的函数 sS 是相同的,我们将 
在 10. 5节中讨论这个问题。 


10.3 具有矩阵伸缩因子的多维小波基 

这是1节和 10.2 节的推广:多分辨分析空间是 p ( R ") 的子空间，基本伸 
缩因子是元素为整数的矩阵 D ( DZ " CZ ") 并且其特征值的绝对值均大于 ] (这样 
才能向所有方向伸缩)。小波的数量也是由 DZ " 的陪集所决定的。引人 
…，则标准正交条件又可以归结为由…构成的矩阵的酉性 条件。 对这种 
矩阵尺度情形的分析，要比伸缩因子为2的一维情形难得多,并且随着矩阵的不同 
选取会出现令人惊奇的结果。其中一个令人惊奇之处在于对 Haar 基(即选择 
使其非0的系数全部相等)的推广在很多情况下会得到一个有分形边界得自相似 

集合的示性函数{覆盖整个平面。对于二维情形，例如取 D = (1 "" I )，正如 

Grocheniny 和 Madych ( 1992) 以及 Lawton 和 Resnikoff ( 1991 ) 所指出的一样，我们 
发现 >是双生龙集 （twin dragon set ) 上的示性函数。注意，在二维情形，如果 

不是标准的（比如 m 0 (f ， （） = + (1 十 e _ 以 + ?) + e - 心 + 扣 ）） ，即使 [) = 214 
也可能产生分形块(见 Grocheniny , Madych ( 1992)) ^ 

对于更为复杂的 m 0 (系数不全相等）,关键问题是正则性。在多维情形中，也 
的零矩不能导出 m u 的可分性（因为仅知道多元多项式的零点还不能将其分解）： 
为了得到的/衰减性,必须采用其他的方法。 

一个有趣的特例是“五点格” t 即具有说 2 = | ( m ，„ ) ; m + „ e 2幻的二维情 
形。迭时只有一个另外的陪集，从而只需构造一个小波,因此可像伸缩因子为 2 的 
一维情形那样直接选取 mi 。 于是对 m n 、 mi 的要求可归结为对下面矩阵的酉性 
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r^o(f.?) mi 1 

+ 兀 ，？+ 兀） + 兀，？ + 兀）」 

选 

m'U，0 = l ( 十兀） 

即可。注意:任何伸缩因子为 2 的一维标准正交基都自动地为五点算法提供。对 
_、州！取叫匕 O 仿 (f U) 即可为一维滤波器)®。不过，也可以选择其 
他的队 Cohen、Daubechies( 1991 ) 及 Kovacevk、Vetterli( 1992) 给出 了两个选择， 

= G 一对这两个矩阵，选取同样的 讯0 也会得出完 

全不同的小波基。特别地，如果由 6.4 节的“标准”一维小波滤波器 AT。, 通过上述 
方法得到 mn ，则.当取 D 2 时6有逐渐增大的正则性(正则指标与 N 成正比例)。 
而当取时，不管/V是多少 j 至多是连续的。当然，也可以如 8. 3节一样构造 
两个双正交基代替一个标准正交基。 Cohen 和 Daubechie^Wgi) 及 Kwacevic 和 
V etIer li(1992) 讨论了选择的其他可能性。在这种双正交的情况下，也可 
以从一维构造中得到滤波器 ■> 如果有一对一维的对称双正交滤波器对，且这两个 

滤波器均是 cosf 的函数，则只需将每个滤波器中的 ccsf 以 l(cosf 十 cosO 代替就 
得到“五点”的对称双正交滤波器对®。由于这些例子的对称性，其矩阵 Di 和 D 2 
导出的4与^是相同的。同样，对称的双正交基也可以达到任意高的正则性(见 
Cohen 和 Daubechies(1991) 夂在图像处理方面有较多的应用，因为它与可分的(张 
量积)二维算法不同，对各个方向是均匀处理的 :它没 有特定的方向(水平的和垂直 
的），其水平、垂直和斜向是地位相同的，并且没有引人冗余来实现这一点。最早的 
五点子带滤波方法，又称消去法，但没有实际的重构（当时就连一维的重构都没找 
到）， V e tterli(1984) 对此作出了介绍。 Feauveau( 1990) 将标准正交算法和双正交算 
法连接起来得到小波基。 VetteriUKovacevic 和 Le Ga!K〗990) 讨论了五点滤波器 
的完全重构在 HDTV 中的应用。 AntouinKBaHaud 和 Mathi eu (1991) 将双正交五 
点分解与向量子带联系起来，得到了一些可用于图像压缩的非常好的结果。 

10.4 具有非整数伸缩因子的一维标准正交小波基 

对于一维情形，我们还只讨论大于2的整数伸缩因子®。但是,非整数的伸缩 


① 见本章未注7 i 

② 见本聿末注8; 

③ 见本章末注 



304 


因子也是可能的。由于多分辨分析框架的限制，伸缩因子必须是有理数 ® (证明 
JSLAucher(1989)) D 早在1985年 G.David 就指出 Meyer 小波可以推广到伸缩因子 

的情形。 Am:h er (1989) 则包括了与任何有理数 a 有关的 
k 

构造(见 Aucher 在 Ruski et al( 1992) 上的文章)。我们以 a = 3/2来说明对伸缩因 
子为2的算法该作怎样的修改。仍以式 (5.1.1) 〜式 (5.1.6) 定义的多分辨分析开 
始，只是这里的伸缩因子为 a =3/1 而不是2。得到^ ^ V 0 C： V.，! = span 

! 必 (I •- n)i 满足 

Hx ) = _ n ) 

(以下可以看出为何加上上标 0) 从而 


i(x - 2/) = y 3/2(鲁 t ： — 3/ - w ) 


= (音义 一《) 

(10.4.1) 

卢（•- 2/) 的正交性要求 贫 

^h° n k° n . 3i = dm 

(10.4.2) 

另一方面 j (•- 2/) 属于％,从而 4>(\x - n) 可以写为线形组合 


♦ {工 -1) = (吾* r - «) 

(10.4.3) 

必 U-2/-1) 的标准正交性及纟 U-2/-1) 与 Mz-2/) 的正交性要求 

(10.4.4) 


(10.4.5) 


这说明我们有两个/«0函数 

4(e) = /J?2h\ G -^ 

/^又如何？对定义为％在中的正交补。注意到是以下三 
个函数的偶数平移生成的： 

HjU-2l)), st(|(x-2/)-1), l^Z 

分别对应于 :n =3/、 K =3/ + l、n=3/ + 2 D 空间 V 0 由两个函数的 2Z 平移生成， 


⑦见本章末注10。 
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Hz ~ 2 l ),< t > U - 2 l - l ) 因此 V 。 的补空间％由一个函数的 2 Z 平移 

生成，死。= span ! 0( . - 2 n ) ; raGZL 我们希望得到形如办,“之 ） =(音）0 
((| XrD ，）,々62 的标准正交基。0也可表为的线性组合 

0( 文） = /J?l^g n H-wx - n) 

n 

0“ _2«)的标准正交基以及与 fHx -2 幻和分 U - In -1) 的正夂性蕴涵 

l ] gngn-V = ^0 00.4.6) 

/ ^ 0，S^A*_3 / == o (10.4,7) 

定义 = v^Sg„c -喊，则式（10.4.2)、式（10. 4 .4)_式（10.4.7)可归结 

为如下矩阵的酉性 " 

» io ( f ) mh ($) mi (^) " 

+ y) m^(f + y) 7Wj(f + y) (10.4.8) 

Lmn(6 + y) m o(f + y) /»i(6+ y) 

这个矩阵看起来像式 (10.2.1), 但这种相象很具有欺骗性:式 (10.4.8) 的前两列与 
同一尺度函数4相关 (mg(0) = l = mi(0))， 因而均由低通滤波器给出，而式 (10. 
2.1) 的第二列由高低通滤波器给出。和 mi 均可构造出来（详情及图例见 
A US ch e r(l989)) Q 注意4和/^是密切相关的。式 (10. 4.1)、式 (10,4.3) 的傅里 
叶变换为 

： mg (音 f) Hj ?), H ^) (10.4.9) 

从而 


mliVHO = e H/2 ml(0 HO 

对所有的？均成立。如果>连续，则下而的讨论说明 (6 在某些 g 间为0。因为 
夂0) = (2 ? ：)- 1 '故存在 (1 使得4|< (1 时，|/( ? )|>(2 7 0- 1 ^2 & 因此，当 | 
a 时， 


4⑴ = e w 、 sa ) 

或 

ml ( ? + 2 jt ) = e ；3 f /2 7» J(f + 2 jc ) 

由于 都是以 2 jt 为周期，因此 wiq ( ? + 2 tt ) =0= mo ( X , + 2 jt )( \ f | <a)。 从 

而当 i ?l<« 时， I A|^ + 3 t 0 I =0。特别地，这说明 4 不可能是紧支的(如果分是 
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紧支的则 > 是整函数，而非平凡的整函数，只可能有孤立的零点)。 

具有非整数的有理伸缩因子(特别地，伸缩因子为 3/2) 的子带滤波方法由 Ko - 
vacevic 和 V etter li ( i 993) 提出并通过 FIR 滤波器构造出来。基本思想很简 单:从 
开始，采用〗 0. 2节的方法分为三条子带，再用伸缩因子为2的合成滤波器将两 
条低频带重组为 c 1 , 剰下的一条高频带就是相应的框图见图 10.4。 如果所 
有的滤波器都是 FIR , 则整个算法也是 FIR e 但我们不是刚刚证明了不存在具有 
FfR 滤波器且伸缩因子为 3 C 的多分辨分折吗？这看起来好像是矛盾的，其实这 
个框图与前面的构造并无关系。对图 10. 4 细致地分析可以发现这里用到了两个 
不同的函数必 1 和必 2 , V 0 是由 VU - 生成的。对必没有 
紧支集的证明在这里是不适用的。事实上可以是紧支的。与式 (10.4.9) 类 
似的结论在这里是 二 维向量( V ⑺，灼 f )) 和的一个方程。 
但是，很难看出滤波器应满足的条件以使是正则的。 



图 10.4 伸缩因子为34的子带滤波器框图（由 Kovacevic 和 Vetterli (1993) 构造） 

读者也许会问，采用分数的尺度因子究竟有何 用处？ 答案是可以提供更精确 
$频率定位。如果伸缩因子为2,则 > 主要是定位于 r 到 h 之间,正如图 10. 5所 
示，某特定函数的乎的傅里叶变换所示的那样。对某些应用而言，使用带宽低于 
一 t 频程的小波基是有用的，而分数伸缩小波基满足了这种要求。 Cbhen 和 
Da U bechies (1990) 给出了另外一个选择，将在下节 讨论。 



图 W .5 $)1 的模,^如 6.4 节中定义 
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10.5 更好的頻率 分辨: “分裂”方法 

设 h 为一个伸缩因子为2的标准正交基相联系的滤波器系数，即 

m 0 (O = 喊 

满足 

I »io(f) |2 + I + 7t) I 2 - 1 (10.5.1) 

和 

gn = (- I )""—】 

则有下述引理。 

引理 10.5. 1任取函数 /( 不一定与小波有任何关系)使 f (-~ n ),( n^zm 
标准正交的。定义 

^i(^) = Y^hjix - n) 

^(-r) = ^gjir - n) 

则出 （+-2A),_F 2 (•- 2H ; AGZ^£ = Span|/(‘- M )0eZl 的标准正交基。 

证明： 

1. 因为 Jd:r/U)/U- M ) = 5„, 0 ，所以 

|df I /(f) l 2 e-^ = 或 |d^ I /(f+ 2 ttO I 2 = (2x)^ a.e. 

(10.5.2) 

2. f,(f} = = f2m^) /(?) (10.5.3) 

从而 " 

I>i(f+ d) 2 = XI t 1 户 “f+ 2 thO I 2 +1 ^,(? + jt + 2^) [ 2 ] 

l * 

= 2(2jt) _1 [ I »i 0 (?) I 2 + I m 0 (f + 兀） I 2 ] 

= jt _1 (由式 （10.5.1)) 

于是 

}deF 1 (.r)F 1 (x-2i)= Jd? I 巧⑻ lV 2itf 

= Sjdf I + l 2 e- 2 ^ = 5 *o 

利用 f 2 (e) : if ^o(f+4/u) 可类似地证明 f 2 (：c -2 幻的标准正交性。 
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3. 同理： 

F 2 ( z -2 A ) 

=J^[2 I + tt/) I I P 2 {^ + nl) I ]e- 2 ^ (10.5.4) 

且 

S I hu + w ) 丨 I p 2 (^+ ^iyr 

t 

= S[I 户十 2 兀 々 ）I I F 2 (e + 2^) I 
k 

+ I P\(^ + 7T + 2izk) I ! f + 兀十 )I ] 

= 2(2n)~ l [m 0 (e)miy($ + xV f + m D ( 枣十兀） ( 芒） e 1(f+Jr) ] = 0 

因此，巧卜-2>0和6(1-26)是正交的， 

4. 最后，&( — 2々）和巧（一2々）张成£。这是因为 

/(^) = ^ I ^iFiix + 21) + 总 2 f ^2 (x + 2/)1 (10.5.5) 

I 

a 

fi 工 -1) = X ) I h 2 t - nF l (x + 21) + g 2 i + i F i(x + 2/)1 (10.5.6) 

事实上 ' 

L I 

= [mo(^) + w 0 (疔 + Jt) ]m 0 (f) /(f) 

+ [ 历 i(f) + t»i(^ + ^)]m!(6) f(0 

= f (^)[\ WJ ) t 2 + l ^(?) I 2 

+ 1 m 0 ($) m 0 ($ + 7r) + m t (f) m L (? + jt) | ] 

= /(f) 

式 (10.5.5) 得证。同理 

2 m ^ t ( e ) + S 幻 me 2 呼 2 ⑷ 

I l 

= e ' if [» Jo (^) - m 0 (l + 7 t )] m 0 (|) /( f ) 

十 e _' e [« i ( f ) - m !( f + tt 7] mi (?)/( f ) 

二， / ⑻ 

因此式 (10.5.6) 得证。 _ 

引理 10.5. 1是一种“分裂” 方法: 它表明小波滤波器可以用来将任何标准正交 
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函数 /(i _«) 张成的空间分成两部分。由于 m u 、m, 分属不同的频率范围(见图 
10.6) ，分裂方法将/的支集分成小段并将这些小段分归于巧 、_F 2 。 

“分裂”方法可以应用于伸缩因子为2的一维多分辨分析中函数# * _幻张成 
的具有一个倍频程(大约)带宽的空间。定义 

<p l (x) = Yh 求 x _ n) ， <p 2 {x) = ~ n) 

其中 A„ 、仏不一定是同 ^ 滤波器的系数，选点与 0 的^造不同。于是 
W 0 =Spanl0( •- k);k e Z\ 

= 每 311|#( ， -2/) ; / ell ㊉ ^an!〆 (■- 2/);/ £ 2"[ 

= 叫 ㊉ 的 



图 10.6 1 1() 7«( ) (401和的图形，碑。如 6.4 节中定义 
由于％是由伸缩得到的，因此可以为％构造相应的标准正交基，这些基和 
起来就是 L 2 (R) = (^^ 的基。因此可以定义 

也 U ) = 2 ~ j / z ^ 2 ( 2 - j x - 21 ) 

也; wez 构成 L 2 (R ) 的一组标准正交基。是由分裂”得到的， 
因此比0有更好的频率局部化（以时域空间上更大的支集为代价）。图 
W. 7显示了对应于％的频率空间“的分裂”及对应于 Wj , Wj 的频率空间的“分 
裂' 注意，仍是对数地处理,即便对也也一■样。 


v a 


/ 


f 




1 

fl II 

1 

Vi 

w 2 

(a) 

w, 

1_ J 

\ 1 FI 

_Ji_i 


V 2 w \ Wl w [ w ] 

( b ) 

图 10. 7 将 V 。“分裂”成 ( a ) 见或⑹則，朽，的，叼， h 地图形表示 
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由构造过程可知，因此 
| V ⑻| 2 + |的$)卜2| 0( f )| 2 , 如图 10. 8所示。图 10. 8 还表示了 V 和 
确实将0分成两部分，即髙頻部分和低频部分。 



图 10. 8 IW ($) | 和 I 妒 ( S ) | 的图形，其中低通滤波器为 10 m 0 ( e ) 

(如 6 . 4 节中定义)，虚线为乃 I 0 U ) I 的图 

计算一个函数在下的系数可以采用子带滤波方法，只是在“标准” 
髙通滤波以后要增加一步髙通、低通分裂。如图 10.9 所示。注意 ,10. 2节的最后 
提出的伸缩因子为4的算法(来源于伸缩因子为2的算法)也含有这些函数 
(在这个算法中，小波主要是 0 U ), 伸缩因子为2的原始小波和75# (2： r ) 、 
(2： t ) 0 其中如上面所定义) 0 

a - --- 



图 10.9 用以“分裂"小波的不同滤波算子的图示 



m 


( g 采用商 维张 》 积多分辨分折时，也 H 方法呵以选择使甩咁濟示 r 
_何在-.难情形用分铒 W 法獬到--个标椎 SE 交小 波籌 -这神小波抵在啜域<■的分 
W 性 m 比前 通小波 ¥好 m lflU ) 濟示了 10, 1 1 T 在_域上的构 A 1中间的方 
柩付应于 i vvffi 边轻者 的长方形对应于= W O 0 W 上7平拔的长方形对应 
干的= A 0 WVM 角 Wtili 方彤对应于粑：它们共同构 ® ^. L , 
叽1 [这个过裎，构成 v - :从 ( IH ■町以#出，这个方法在#里叶平而上的角分# 
不«很好的 . H 3 祕獅 了娜用 10-2 节中的拌弟 WT A 4 的一》多分辨 
分析來构造缃时 Ji ■个什么样 f . 这电 .- 雄算法 c 钧有/二个小被<因此一堆 
ft !) 乘织算法就 €2 x 3 +浐 = IS t 小波用 in . 10, 屮网緙分 S 

ttiipj 的肩 一 wtssi 在于 w io id (*} as 朴 si 被"分 mftffl w iu < b ) 中的很多片 
段 .亦内閫保 枠叻样这4柑分裂引琿来分费科眉中的捉枏时应< 这种方 
法对有些小波〔兜图10: ltuw 的外_>有圩的帝分辨串 rfl 对另一些小 JDMJiB 
10 iiK ( j ) a 中间 1 的矩形 )_ 不較 


O 

JI3u 



m Ifj tn « ¥ 噼平由上冬 H S 多 i >_ 汙析达到的 》 郎化 


ffif 1O.UK0E 词一 B 形的沖繼因子为2的珥歩多分_分析的圈示。不过这 
ih 的乘枳苺由两个 id 麯柙 带宽 的小放而不苺一 个平倍 • 裎的小波 P mm . 
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尺度方程是相同的,但却有 8 个小波（不同于图 10. 10(幻的3个，也不同于图 
10.10(b) 的15个) c 图 10.10(c) 可通过将图 10.10(a) 的每个圈(包括内圏和外 
圈)在水平方向和垂直方向上分成两半得到 g 这提离了角上正方形（对应于图 
10.10(a) 的）丨 Wf) 的角分辨率，却对长方形(对应于图 l(U0(a) 中的 | 或 j H7) 
没有作用，而这些长方形在图 10.10(b) 中却有较好的分辨。达到最好的角分辨率 
的方法是完全放弃乘积结构，通过对工和(或 b “分裂”而将图 10.10(a) 中的 | W? 
垂直地和(或)水平地切开，直到达到要求的分辨为止。图 10.10(d) 给出了一个例 
子。这与一个标准正交基和一个分解和重构函数的算法相对应，虽然这个结构比 
较复杂 。 如果还需要更好的角分辨,则可以重复分裂过程，直到满意为止^ 

10.6 小波包基 

上节比较好的小波分辨实际上只是 Cbifman 和 Meyer 的绝妙构造的一些特 
例，这一绝妙构造即通常所说的小波包。本节只是简单介绍这些构造，详细情况可 
参见 Coifman、Meyer 和 Wickerhauser(1992)， 其在语音信号和图像方面的应用可 
参见 Wickerhauser( 1990,1992 ) 0 

先从一个伸缩因于为2的普通多分辨分析着手。仅考虑 j<0 的空间 K 和 
W)。 分解式 

L 2 (\ R) = W ㊉ (g%) 

与图 10.7(a) 所示的一个频率分段相对应。通一点，祀- i “二倍于” 和 Wo, 
见 - 2 “ 四倍于” WV 等等。因此可以通过分裂方法将它们分成同样大小的于 
空间，妒-]分裂一次, W_ 2 分裂两次，等等。这与一组函数化 £ ,，…, e; 相联系，其中/ 
表示第；个空间 W — (也是这个空间需要分裂的次数 ）， ey =( /或/表示第 ； 次分 
裂中选择 mo 或即 

4> n i x - w 的线性组合，分裂引理（使用/次）证明了 
(• — «);£;=() 或 是 = 妒_,的标准正 

交基。从而 -”）；/ GN,«G2，e,. =0或 / } U IX - ~ ra) ; «ez| 是 L 2 
(R) 标准正交基。注意到这个基与一些函数的整数平移相联系，这些函数有大致 
相同的频率局部化(在宽度接近 w 的频宽中，对以 •- 由 lfl<7C 开始，对 
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- K ) 由 jr <| el <27 T 开始，…)①这与窗口傅里叶变换及4,2节 B 中的 Wilson 
基相似，而又与小波基一样，通过子带滤波可以容易地计算。 

当然，在小波和上述小波包基之间有很多中间结果 ：可以 将某些少分裂 
几次或将其一些子空间多分裂几次而另一些子空间少分裂几次。每种这样的选择 
都对应一组标准正交基„此外，存在有效的算法(基于对不同分裂的“函数熵”的计 
算)以确定不同选择中对给定函数而言最有效的一个^参见 Coifman 和 Wicker- 
hauser (!992 ) c 


10.7 区间上的小波基 


到目前为止，我们所讨论的一维小波的构造都产生 P ( R ) 的基 c 在某些应用 
中,我们感兴趣的仅仅是实轴的一部分:如数值分析计算往往只在一个区间上有 
效; 图像集中在一个矩形框内;许多分析声音的系统将声音分成块，等等 e 所有这 
些都涉及到对支集在一个区间上的函数/的分解，比如说支集在[0,〗]上。当然， 
令/在[0,1 ] 以外为0,而用标准的小波基去分析它也是可以的，只是这将人为地 
在边界上造成“跳跃”，从而反映到小波系数上此外，这样在计算上的效率不 
髙。因此，研究适用于区间上的函数的小波是有意义的 a 

第一个方法是采用 9 . 3 苷介绍的周期化小波。这时计算上有效的，但这将用 
—般(非周期的)小波来分析周期化的函数表示不大于 X 
的整数。除非/本身是周期的，否则我们在边界 0 J 处引人了“跳跃'这将在很大 
程度上影响小波系数在 0、1 附近的值。 

Meyer(199 2 ) 提出了另一个方法可以避免这种麻烦，这个方法基于紧支集上 
的标准正交小波基。在这一构造中，支集在 [0,1] 内而未达到0或1的小波保持不 
变，而补充从边界上经修改的函数。让我们看看这一方法在半轴上是怎样的(而不 
是在区间上)。这个简化使我们仅考虑一个边界，不必对[0,1]的两个边界同时处 
理，即使在最粗尺度下也不必修改。令 

^U) =^^ k(x) U>0) 

J '* lo U<0) 

空间也可以看成是将％中的函数限制在 [0, m ) 上形成地空间。如果假设初 
始尺度函数參的支集为 [0,2 iV -1] ,则当 k <-2 N+l 时，= 0。因此仅需 


① 见本章末注 ll c 

② 觅本章末注12。 
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考虑 - 2 AT + 1 的 H (. t ) c 这些函数中只有 2 W -2 个受到 影响： 时, 
= 因此它们仍是标准正交的。这 2W -2 个函数 - 1, 

… -(2 JV -2) 是相互独立的，且与也相互独立 e 定义 W 严为 \^，在 
Vf, 中的正交补^为方便起见，如果将0平移使其支集在 [0,2N - 1] 上，则也巧 
.(办在[0，®)上的限制正交于且属于，因此，它们属于 
K =- l, …， --(2W-2) 时的碑!^又如何呢？（如果6更小些 j<-2JV + l, 则 
^=0). 当办= - JV, …， -(2W - 2) 时 G #(见 M eyer ( 1992)) ，即㈣正 
交于 W”。 其余的 ^, k =- lr ...,-( N -D 属于事实上 
_;々>- (2JV-2M U \<P^-,k>- (N-l)t 
是：^^的(不正交)基叭为了将其标准正交化，可如下进行 D 

(1) 标准正交化 赠 ，: K 二 - 1，...， - (2JV-2) 得心，则 l t k: -l r -, 
-(2W-2) 与正交，它们合在一起构成 C 得标准正交基。令 
^uk(x) = 2-^h(2^x), j^Z,k =-1 ， … ， -(2N-2) 

则对任意的#2, LMl -1，…， -（2iV-2)| 构成 V)^ 的标准 

正交基 D 


(2) 通过定义 


2N-2 

2 = 0 

将 = - 1 ,+.. ， - (N -1) 投影到 w 0 M 。 

⑶标准正交化好得到 — i ，…， -(JV-!)) 与破^(々如)一起构 
成 W 严的标准正交基。再令 ' 

也 ,“ 了） = 2~^ k (r j x), j^Z,k 1,… ， -(N-1) 

则以 y = - 1,…， -(iv - 1 )} u M.dX) I 是的标准正交基 Q 所有这些基 
(j 遍取 Z) 合起来构成 L 2 ([0,oo)> 的基。 

这样得到的不仅是 i 2 ([0,oo)) 的标准正交基，而且是限制在半轴上的 Holder 
空间的无条件基(即它们在0处甚至满足正则性），证明见 Me yer {1992) 0 在实际 
应用巾，还需计算 、 tk ,k: — 1，…， _(2JV_2), 和？ 0 ’*彳= -l, — ,-(2N-2), 
人们借助于 ^- u ,l= -1,-, -(2N-2) 和 ^>- Ui J= -l,- f (4AT-5) 的展开 
所对应的极大滤波系数。这可从最初的 A, 计算出。 Dfeubechies、Vai】（1992) 给出 
了一个表，并给出了一个不同于 Meyer 的构造，这一构造用在边界上涉及的函数 
较少 (JV 个而不是 2A/ -2 个），且同样有正则性，甚至在边界上也是如此。 


CD 见本章末注13„ 
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下面对区间上的小波基作最后一点说明。在图像分析中，常通过扩展图像来 
处理边界效应。在边界外，通过反射来 扩展: 这种方法避免了周期化或0扩展带来 
的不连续(虽然其导数仍是不连续的)。众所周知，这种方法将边界的影响降到最 
小,只要滤波器是对称的，就不需引人额外的系数(来处理边界)。这种方法也可以 
生成 [0,1] 上的双正交小波基，且比 Meyer(1992) 或 Cohen,Daubechies, Vai!( 1992 ) 
方法要省事得多。 

如果/是 FS 上得函数，则可通过/的图形在0和1处的折叠得到一个[0，1] 
上的函数，最初，在0处折叠，以 /U) + /(-；c) 代替/(工）。然后将：的两段 
(原来的/及负半轴折起来的部分)折起来，得到 f ( x ) + f (- x ) + f (2~ x ) + 
/(^ + 2) „ 这样不断地折下去，最后得到 

严 U) = 2/U_2/)+ S/ ⑵ -J) (10.7.1) 

l£Z 

为了以后的方便，我们指出① 

= (10.7.2) 

取两个小波它们能产生之间^^(⑴的双正交小波基彳、？为相联系的 
尺度函数，如 8. 3节的构造。并假设辛、？以1/2对 称：分 （1 -工）= Hd 、 
= 以 1/2反对称 :p(l — ：r) = ~ 、》{ \ - x ) = ~~ ^ i { x ) 

(8.3 节中有例子夂对和^ ^ 折叠得 

2- 町 中 (2_ i x - 2-^ l - k ) 

+ 2- J /2 ^< p (2 ~ j+l l -2 ~ j x - k ) 

l^z 

= r , ^ t p (2^ x -2 - 1+ H - k ) 

l^Z 

- 2~ , n -^ ip (2 - } x - 2 J+l l + 1 + 々） 

— (10.7.3) 

类似地定义。我们仅考虑 _K0 或_?=-只_/>0)。 Xf 此式 (10.7.2) 可改写为 

'pfi ^ S[ - <p-j,k+2 jn i~i-]] 

iez 

为了方便，也定义把和㉝ 。 因为# 

/ei 

然， 十 2 "、=巧从而只需考虑是：❶，…，. 1 -；!。类似地讨 
论可知，只需考虑 …， 2^_1时地注意，和？在 [0,1] 上也 


①见本聿末注14, 
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是双正交的。这是因为（由式 (10.7.1)) 

tez 

= S + s k ,2 j * i i-k') - ( 因为 od 右 ^2 ; -1) 

双正交性说明 ^, k , k ^ 0 ,-, 2 J - 1, 是相互独立的且构成 < =i/^; 
/ev-』 I的基(这点对^^也成立)。我们也可以通过严; /ew_/ 
来定义空间和 w f q。 显然 wq 由〆 >=0,…， 2 J -1, 张成。此外，类似 
式 (10.7.4) 的计算可得 

= 0 

即丄歹 q 且# 彳/0<6<2』_1)相互独立。因此“折叠 （fold)” 结构保证了 
原来结构得所有性质(空间的渐进性，双正交性，基,…）。滤波器在折叠处的双正 
交基下的系数也可以通过在边界7=0,1处折叠得到。如果 < p : m 是紧支集 
的，则仅仅靠近边缘的滤波器系数受到影响。 CohetuDaubechies 和 Vial(1992) 给 
出了例子。但是，由于通过折叠的双正交小波分析函数 /( 在 [0,1] 上)与通过原始 
双正交小波分析函数/ 在只 上的延拓具有同样得效果，因此我们不能期望能用这 
一方法在超过 H6lder 指数1的水平上分析[0，1]上的 H6lder 空间。与周期化小波 
相比，这是个进步，但不如[0，1]上的标准正交小波基易于操作。详情参见 Cohen、 
Daubechies 和 Vial( 1992) 。 

注： 

i- 例*设 r 是一六点格， r= I n 2 €2； nun 2 ^^\ ，其令 n ; (I，。),。； ( + ,夸), r 将 

rf 分解为等边三角形。 定义％为 l 2 ( r ) 上分段仿射到这些 h 角形上得连续函数。这一多分 
辨分析得标准正交基得构造见 Jaffaxd(1989)。 这一六点格对称结构得双正交紧支小波基的构 
造见 Cohen 和 Schlenker( 1991 )□ 

2. 5 J 节中的一维条件也可写成矩阵形式 

I ⑺ | 2 十 | + 7u) | 2 = 1 

I 饥 '(?) I 2 + I 抓 i( 芒 + I 2 ^ 1 
Wo(^) + m 0 (f + 7U) w! ( 芒十 冗 ） = 0 

保证了 标准正交性 、1 咖 Tn ; nGZ | 的标准正交性以及这两个向量集合的相互正交 
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fm 0 (?) mi ( S ) 1 

性 „ 这 些条件由等价于矩阵 」的酉性条件„ 

Lm 0 (f + 7t) m,(? + 7v) J 

3. 如果愿意,也可将 (7 的元素下标定为1,…， 2" 以代替|0，1卜，这只需通过变换<^ = 1十 


^^2>_ 1 6彳1，一,2"1将3七{0,1| 11 重新编排即可 = 

' 1 4.到目前为止，我还不知道任何显式得算法可为伸缩因子3提供的无穷函数族，使其 


正则性与滤波器支集宽度成比例。 

5. 对于伸缩因子2可同样处理，其因子矩阵更简单 3 基本思想是，只要 
! ^ o ( f ) | 2 + | m 0 ($ + jt ) I 2 = 1 


则 


V r c R,n G Z,m,f = (1 + r 2 ) _1/2 [ m a ($) + re _ “ 2 " +1)f ?«。( 5 + it)] 


总满足： I 4(f) I 2 + | m( f(? + Jc)| 3 = I„ 如果7«。（？）= 2 写<^-'则可取 n = /V+ I, 于是 
W(f) = J g a ；e 写成矩阵形式就是 

卜加 1 

=fl t r^-^f 1 ^ ) 

l- r e -^ Ae -^ + I ) f ^ rr ^/ 

整个算子将 m Q 的阶提离了 此外，还可证明 （Vaidyanathan 和 Hcang(1988)) 任何满足 
I + N«(f + ^)| 2 = l 的三角多项式 m ti 均可通过这种 r 矩阵作用于双通滤波器而得 

到。在 6.4 节的构造中没有采用这种方法，因为它不能保证 mQ 被 (1 + e _ 勺整除:为了使能 
被 (l + e-' ; ) 整除，必须对^附加很强的非线性限制。但是，这种方法有个优点，它使滤波器容 
易实现(直接采用 r,)， 并且0的误差不会影响到准确重构。 

类似的矩阵方法也可用于多个频段，见 Dr®»n；ita、Vakiamtlvm、Meyer(]988)， 并且可用于更 
实际的矩阵因子，见 Vaidanathan et al. (1989)。这些矩阵分解方法又回到 Belevitch 关于电路理 
论的研究中（1968)。 


6 ,这种确定 m! ..m2 的方法是 W . Lawton 和 R . Gopinath 告诉我的(私人通信 1990), 
7- 但是，这种一维滤波器在实际上没什么用处！ 


8. 很多作者都谈到过这点，最早的一个可能是 McadlanClSTSX 我们可以用 ( cccs f + (1 

- a ) cosC )/2( R ), 代替一维的 ocef , 但要使对称轴不同子 a = 1/2似乎不太可能。 

9. 10.3 节中的一些高维算法相应子非整数伸缩因子。例如 ，在二 维情形，矩阵 D , = 



足 D 8 = 16 Id , 因此其中一个伸缩可看成因子为乃的伸埔(与旋 


转和域反射相结合)。 

10. 对子不由多分辨分析产生的标准正交小波基，伸缩因于可否是无理数,关于这点目前 
还不 淸楚。 


U . 但是，对于很大的〜并不如 这里所 得的那样集中，见 CbiftnaiuMeyer 和 Wi C k- 
erhauser(l992) 0 从图 10.8 也可看出这一点，其中在 1 、#有“边垂 （sidelots)” 效应。 
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12. 在图像分析中常将 / 通过反射延拓到边界外，这种延拓是连续的，但其导数仍有“珧 
跃' 我们将于 10. 7节末尾讨论这个问题。 

13. 这些结论中有些具有很髙的非平凡性。 Meyer (1992) 花了很大篇 輻证明它们。 最近， 
Lemarie 和 Malgouyres (1991) 找到了一些较为倚单的证明。 

14. J:d 工广 

= ^ 九心 [ /( j + 20 g(^c 4 21) + + 2/) g(2V - jc) 

+ fill - x) g{x \ IV) + fill - x) g(2t - 工 ) ] 

=dr/(j ： ) 莒 (i + 2 珥 ） + dxf(x) g(2n - x) 

+ SjJ 2/1 d ： v/(:v) g(2m - y) +■ ^yf(y) giy + ^n 7 ) 

' 工)十 2m) + f dJ：/( j) y] g(2m - x) 

-M ™ ~ ct> m 

= I g ^ ijc ) 
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